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Leker slagen met Examenbundels, 


meer dan oefenexamens! 


Oefenen met echte 
examens, met uitleg en 
toelichting van docenten 
en vakexperts. 


Oefenen met voorbeeld- 
vragen per onderwerp. 


Voldoet aan de laatste 
exameneisen. 


Geeft ook toegang tot 
vele extra's en gericht 
studieadvies op Mijn 
Examenbundel. 
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Alle examenstof in 
één boek, compact en 
overzichtelijk. 


Perfecte samenvattingen 
met voorbeelden uit de 
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begrippen en definities. 
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andere dingen zoals 
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Voorwoord 


Met deze Examenbundel bereid je je goed voor op het eindexamen en op de 


ĳ bundel.nl 
Mmijn.EXxamendunaeun ) 
schoolexamens. Je oefent met echte examenopgaven. Als je niet weet hoe je een 


Slagen zonder examenstress doe je met Examenbundel, vraag aan moet pakken, raadpleeg dan de bijbehorende hint. In de uitwerkingen 
ee staan de antwoorden met een duidelijke uitleg. Zo weet je precies wat je goed en 
} Samengevat, Examenidioom en Zeker Slagen! douehebenedaan: 
Alles voor je schoolexamens en je centrale examens 


ei 5 Gebruik naast deze Examenbundel ook het boek Samengevat om te leren voor je 
in je boeken, maar ook online. 


examen. Hierin vind je een handige samenvatting van alle examenstof. 


examen samen 
bundel + gevat 
Overzicht Video's 
van al je Nonnen en andere me 
examenvakken bij de leerbronnen 
oriëntatietoets } 
Oefenen met echte Overzichtelijke 
examens en duidelijke samenvatting van 
uitwerkingen de examenstof 


Wil je weten op welke datum het centraal examen is? 
Ga naar examenbundel.nl/examenrooster voor het actuele examenrooster. 
en nog Of scan de OR-code: 


Online Quickscan 


oefenen Inzicht in je : 
voortgang veel meer! 


Ga naar mijn.examenbundel.nl en log in op # Namens team Examenbundel heel veel succes! 
Mijn Examenbunden, Met deze code krijg Je toegang Heb je een vraag of opmerking over deze Examenbundel? 
tot heel veel (digitale) extra’s die bij je bundel horen: Ga dan naar examenbundel.nl/contact. 


Opmerking 
De overheid stelt de regels op voor het examen. Bijvoorbeeld wat de examenonderwerpen zijn, welke 


lemen | 


hulpmiddelen je mag gebruiken en wanneer het examen is. De auteurs en uitgever hebben deze 
Examenbundel met grote zorg samengesteld. Soms veranderen de regels van de overheid echter of 


Deze code is uniek en door één persoon te gebruiken. Geldig tot 15 juli 2023. worden er nieuwe afspraken gemaakt over wat die regels betekenen. Raadpleeg daarom altijd je docent 


Hikgazekerslagen 


of onze website www.examenbundel.nl voor actuele informatie die voor jouw examen van belang is. 
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Stappenplan: hoe leer je met de Examenbundel? 
Tips: hoe maak je examenopgaven bij wiskunde? 


Oriëntatietoets 


Opgaven 


Deel 1 
Oefenen op 
onderwerp 


1 Algebraïsche vaardigheden 
Opgaven 
Hints - uitwerkingen 


2 Functies (lineair-, machts-, 
wortel- en gebroken functies) 

Opgaven 

Hints - uitwerkingen 


3 Exponentiële en logaritmische 
functies 

Opgaven 

Hints - uitwerkingen 


4 Periodieke functies 
Opgaven 
Hints - uitwerkingen 


5 Meetkunde 
Opgaven 
Hints - uitwerkingen 


Deel 2a 
Examens met 
uitwerkingen 


Examen 2018-l 
Opgaven 
Hints - uitwerkingen 


Examen 2018-Il 


Opgaven 
Hints - uitwerkingen 
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Examen 2019-l 
Opgaven 
Hints - uitwerkingen 


Examen 2019-II 
Opgaven 
Hints - uitwerkingen 


Examen 2021-l 
Opgaven 
Hints - uitwerkingen 


Examen 2021-II 
Opgaven 
Hints - uitwerkingen 


Examen 2021-I1I 


Opgaven 
Hints - uitwerkingen 


Deel 2b 


Examen 2022-l 


Examen 2022-l 
opgaven 


De uitwerkingen van het 


examen 2022-| vind je op 
mijn.examenbundel.nl. 


Bijlagen 


Cijferbepaling 
Onderwerpregister 
Examenwerkwoorden 
Formuleblad 
Afrondregels 


heden | 


Stappenplan: hoe leer je met de Examenbundel? 


Natuurlijk kun je de Examenbundel van voor naar achter doorwerken of er kriskras wat 
onderdelen uithalen om mee te oefenen, maar je kunt het ook systematischer aanpakken. 
Als je oefenen met de Examenbundel combineert met leren uit Samengevat, bereid je je 
optimaal voor op je examen. 


Op de volgende pagina’s vind je drie routes die laten zien hoe je kunt leren met de 
Examenbundel. Kies de route die past bij jouw manier van leren: 


e Route 1: Ga je graag meteen aan de slag? Start met oefenen per onderwerp. 
e Route 2: Wil je eerst weten waar je staat? Start met de oriëntatietoets. 


e Route 3: Leer je liever eerst de theorie? Start met leren per onderwerp. 


lms | 
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> Route 1 


Ga je graag meteen aan de slag? Start met oefenen per onderwerp. # } | 
n 
Maak per week opgaven van een hoofdstuk in deel 1 van de Examenbundel. Maak een heel examen uit deel 2a van de Examenbundel. 
| | 
Kijk de opgaven na met de bijbehorende uitwerkingen. Kijk het examen na met de bijbehorende uitwerkingen. 
| | | | 
Meer dan de helft goed. De helft of minder goed. Tevreden met het resultaat. Niet tevreden met het resultaat. 
| | 
Neem het bijbehorende hoofdstuk in Kijk met behulp van het 
Samengevat door. onderwerpregister welke onderdelen 
| . nog niet goed gaan en waar voor jouw 
. . april gevoel wel winst is te behalen. 
Januart ë Oefen met het onderwerpregister achter in Je hoeft niet alles goed te doen! 
februari de Examenbundel meer opgaven over dit 
| 


onderwerp uit de verschillende examens. 
Bestudeer Samengevat en maak 


| via het onderwerpregister van de 
Kijk die opgaven na. Examenbundel een aantal opgaven over 
| Í dat onderwerp uit deel 1 en 2a tot je 
tevreden bent met het resultaat. 
Meer dan De helft of 


de helft goed. minder goed. l 
Blijf oefenen met deel 2a zodat je met vertrouwen het examen ingaat. 


Maak de opgaven 


van dat hoofdstuk fgeenexamenstress 


uit deel 1 die je nog 
niet gemaakt had. ) 
Gebruik de hints. 


| 
Maak de oriëntatietoets. 
| 


Bereken je score met de uitwerkingen op mijn.examenbundel.nl. 


Voldoende. Onvoldoende. 
maart 


Bestudeer Samengevat over de onderwerpen die minder goed gingen. 
| 


Oefen opgaven uit deel 1 van de Examenbundel en via het onderwerpregister uit de 
verschillende examens over het betreffende onderwerp. Gebruik de hints! 


| 
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> Route 2 


Wil je eerst weten waar je staat? Start met de oriëntatietoets. } ) 
Maak de oriëntatietoets in de Examenbundel. Kijk het examen na met de bijbehorende uitwerkingen. 
| | | 
Bereken je score met de uitwerkingen op mijn.examenbundel.nl. Tevreden met het resultaat. Niet tevreden met het resultaat. 
januari | | 
Voldoende. Onvoldoende. Kijk met behulp van het 
| onderwerpregister welke onderdelen 
Kijk welke onderwerpen uit deel 1 van de U en elken on En a le He dd 
Examenbundel nog niet goed gingen. apri EVN WEN NSE IS US BENENEN: 
i a Sn p Je hoeft niet alles goed te doen! 
februari Ï Bestudeer elk hoofdstuk in Samengevat. | 
| Bestudeer Samengevat en maak 
Maak opgaven per onderwerp uit deel 1 van de Examenbundel. via het onderwerpregister van de 
Examenbundel een aantal opgaven over 
7 7 7 7 dat onderwerp uit deel 1 en 2a tot je 
ae de opgaven na met de bijbehorende ER tevreden bene et beses 
Meer dan de helft goed. De helft of minder goed. | 
| Blijf oefenen met deel 2a zodat je met vertrouwen het examen ingaat. 
Oefen met het onderwerpregister 
achter in de Examenbundel meer 
opgaven over dit onderwerp uit de #geenexamenstress 
maart verschillende examens. 
| 
Kijk die opgaven na. 
| | } 
Meer dan de helft goed. De helft of minder goed. 
| 
Maak de opgaven van dat hoofdstuk 
uit deel 1 die je nog niet gemaakt had. 
Gebruik de hints. 
april | Maak een heel examen uit deel 2a van de Examenbundel. 


halmen | 
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> Route 3 


Leer je liever eerst de theorie? Start met leren per onderwerp. # 


Sehr ë Ï Bestudeer per week een hoofdstuk uit Samengevat. 
epruar! | 


Maak de oriëntatietoets van de Examenbundel. 
| 
Bereken je score met de uitwerkingen op mijn.examenbundel.nl. 
| | 
Voldoende. Onvoldoende. 


Kijk welke onderwerpen uit deel 1 van 
de Examenbundel nog niet goed gingen. 


maart Maak de opgaven uit deel 1 over die 
onderwerpen. 


| 
Kijk die opgaven na. 
| | 
Meer dan de helft goed. De helft of minder goed. 


Oefen met het onderwerpregister 

achter in de Examenbundel meer 

opgaven over dit onderwerp uit de 
verschillende examens. 


Maak een heel examen uit deel 2a van de Examenbundel. 


Kijk het examen na met de bijbehorende uitwerkingen. 


Tevreden met het resultaat. Niet tevreden met het resultaat. 
| 


Kijk met behulp van het 
onderwerpregister welke onderdelen 
nog niet goed gaan en waar voor 
jouw gevoel wel winst is te behalen. 
Je hoeft niet alles goed te doen! 

I 


april 


Bestudeer Samengevat en maak via het 
onderwerpregister van de Examenbundel 
een aantal opgaven over dat onderwerp 
} uit deel 1 en 2a tot je tevreden bent 
met het resultaat. 


Blijf oefenen met deel 2a zodat je met vertrouwen het examen ingaat. 


#geenexamenstress 
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Tips: hoe maak je examenopgaven bij wiskunde? 

Bij het op de juiste manier oplossen van een probleem doorloop je in het algemeen 
drie stappen: de voorbereiding, de uitvoering en een controle. 

Voorbereiding 


e Kijk eerst vluchtig alle opgaven door en begin met de opgaven die je vertrouwd 
voorkomen. 


e _Ga na hoeveel tijd beschikbaar is per opgave. 

e Lees de tekst van de gekozen opgave rustig en nauwkeurig. Onderstreep of 
markeer hierbij aanwijzingen, begrippen, formules, getallen e.d. die van belang 
kunnen zijn. Deze informatie is dan bij het beantwoorden van de vragen snel 


terug te vinden. 


e Lees elke vraag nauwkeurig, maak een schets en ga na welke informatie je nodig 
denkt te hebben om de vraag te kunnen beantwoorden. 


e Als in een vraag staat ‘los op, benader of bereken’ dan mag de grafische 
rekenmachine gebruikt worden om het antwoord te vinden. Als in een vraag 
staat ‘bereken algebraïsch of bereken exact’ dan wordt er naar een berekening 
gevraagd. De grafische rekenmachine gebruik je dan alleen ter controle. 

e Bepaal welke tussenstappen je bij de beantwoording van de vraag zult moeten 
maken. Deze worden bepaald door het ‘gat’ dat er zit tussen de gegevens en het 
gevraagde. Je kunt daarbij zowel van de gegevens als van het gevraagde uitgaan. 

e Begin pas aan de uitvoering, wanneer je de aanpak van het vraagstuk overziet. 


Uitvoering 


e Reserveer op je papier voor elke opgave voldoende ruimte. Je werk wordt 
daardoor overzichtelijker en je kunt je antwoord makkelijker aanvullen. 


e Schrijf alle tussenstappen overzichtelijk op, zodat zichtbaar wordt hoe je tot je 
antwoord bent gekomen. 


e Indien om uitleg wordt gevraagd, mag die niet ontbreken. 


e _ Schrijf bij twijfel altijd iets op (behalve als je zelf al kunt beoordelen dat je 
antwoord nergens op slaat). 


Controle 


lmn…| 


e Lees de vraag nog eens over. Is hij volledig beantwoord? 


e Vind je het gevonden antwoord zinnig (klopt bv. de orde van grootte)? Zo niet, probeer 
je denk- of rekenfout op te sporen of maak daarover tenminste een opmerking. 


e Is de juiste eenheid vermeld? 


e Is de afronding van een verkregen waarde in overeenstemming met de vraagstelling? 
Let op het juiste aantal cijfers achter de komma. 
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Hoe zou je het nu al doen op een 
examen? De oriëntatietoets geeft je een 
eerste indruk. De antwoorden vind je 
op mijn.examenbundel.nl. 


Oriëntatietoets 


15 


Oriëntatietoets 


Twee lijnen 


Gegeven zijn de lijn m met vectorvoorstelling 1 = (5) st es ï 


de lijn n met vectorvoorstelling 1) 5 (5) KE be 


3p 1 Bereken de hoek tussen m en n. Rond je antwoord af op een geheel aantal graden. 


Een gebroken functie 


4e” + 8 


De functie f is gegeven door f(x) = ed 


3p 2 Bereken exact voor welk x geldt: f(x) > 3 
F(x) = 2x + 2-In(e” + 4) is een primitieve van f. 


3p 3 Toon dit aan. 


Hardheid 


De functie f wordt gegeven door f(x) = \25 — x° . De grafiek van fis een halve cirkel 
met middelpunt O(O, 0) en straal 5. 


H . 1 2 = 5 
Voor de functie f geldt: 1 + (f'(x)) TE 


5p 4 Bewijs dit. 
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Raaklijn en perforatie 


2 
De functie fis gegeven door f(x) = NEEN met x #2 en x # 0. 


figuur 


Bepaal met behulp van differentiëren de vergelijking van de raaklijn aan f in het 
snijpunt van f met de x-as. 


De grafiek van f heeft een perforatie. In de figuur is de grafiek van f met de perforatie 


getekend. 


6 Bepaal met behulp van limieten de perforatie van de grafiek van f. 
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Een ellipsvormige baan 


Punt P doorloopt in het Oxy-vlak een ellipsvormige baan volgens de bewegings- 
vergelijkingen 

Xb = + sin(d) 

Y(B= sin(t+ 5 7) 


Hierin is t de tijd. 
De baan van P is weergegeven in figuur 1. 


figuur 1 


y 


Gedurende de beweging verandert de afstand van P tot de oorsprong. 
Bereken de maximale afstand van P tot de oorsprong. Geef je antwoord in twee 
decimalen nauwkeurig. 


Bereken exact de snelheid van Pals t= 0. 


De baan van P snijdt de lijn met figuur 2 
vergelijking y = 2x in de punten A 

en B. Zie figuur 2. 

Bereken exact de coördinaten van A en B. 
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Sp 
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Drie halve cirkels 


Gegeven is een halve cirkel met middellijn AB en straal 4. Het middelpunt van deze 
cirkel is M. 

Op lijnstuk AB ligt het punt C zo dat AC =2. 

AC en CB zijn de middellijnen van twee andere halve cirkels met stralen 1 en 3. 

De middelpunten van deze twee halve cirkels zijn respectievelijk Ken L. 

Alle halve cirkels liggen aan dezelfde kant van AB. 

De lijn door C loodrecht op AB snijdt de grootste halve cirkel in punt D. 

Lijn PQ is de gemeenschappelijke raaklijn aan de twee binnenste halve cirkels, 
waarbij P en Q de raakpunten zijn. PQ staat dus loodrecht op KP en op LQ. 

Zie figuur 1. 


figuur 1 


10 Toon aan dat CD en PQ exact even lang zijn. Je kunt hierbij gebruik maken van de 


figuren hieronder. 
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Vierkant op een driehoek 


Gegeven zijn de punten O(O, 0) en A(2, 0). 
Punt P beweegt over de halve cirkel met middelpunt O en straal 2 volgens de 
bewegingsvergelijkingen 
x(t) = 2 cos(f) 
y(t) = 2 sin(t) 
Tegen de zijde AP van driehoek OAP ligt een vierkant ARQP. Dit vierkant ligt buiten 


driehoek OAP. 
In de figuur is de situatie op de tijdstippen tf= 1 en t= 2 weergegeven. 


met 0 <f< 


figuur 
t=?2 


0 
fed 
(0) R 
P P 
R 
Oo A Oo A 


2cos(f) + 2sin(t) ) 


Er geldt: OÙ = 
r geldt: OQ =\ _> cos(f) + 2sin(t) + 2 


Bewijs dit. 
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Onafhankelijk van p 


Voor elke positieve waarde van p is een functie f gegeven door f(x) = —x° + 3px?. 

De grafiek van f heeft twee punten met de x-as gemeenschappelijk: O(O, 0) en 

punt A. Zie onderstaande figuur. 

De top van de grafiek van f die rechts van de y-as ligt, noemen we T. 

De horizontale lijn door T snijdt de y-as in punt C en snijdt de verticale lijn door A in 
punt B. De oppervlakte van het gebied onder de grafiek van f binnen rechthoek OABC 
is in de figuur grijs gemaakt. 


figuur 
y 
C T B 


Toon aan dat de verhouding van de oppervlakte van het grijze gebied en de 
oppervlakte van rechthoek OABC onafhankelijk is van p. 


Vermenigvuldigen in horizontale en verticale 
richting 


Oe 1 + In(x) 

De functie fis gegeven door f(x) = ——— 

c + In(x) 
On 


Voor elke waarde van c is de functie g, gegeven door g(x) = 


De grafiek van f wordt ten opzichte van de x-as vermenigvuldigd met e‚ het grondtal 
van de natuurlijke logaritme. Vervolgens wordt de zo verkregen grafiek ten opzichte 


van de y-as vermenigvuldigd met Ee 


Hierdoor ontstaat de grafiek van g, voor een waarde van c. 
Bereken exact deze waarde van c. 
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Examenopgaven per onderwerp met 
hints om je op weg te helpen en uitleg 
bij de antwoorden. Ook handig bij de 
voorbereiding op je schoolexamens! 


Oefenen op onderwerp 


23 


1 Algebraïsche vaardigheden 


Herschrijf tot de vorm A = 


8 f=10-log(A) + 90 
9 log(A) =2:log(D) + c 
10 P=100:(1 — 2%) 


1,2:A% 
HU Oe 


12 oet 


=44-0,87/ 


Herschrijf de stelsels tot de vorm Ar) = en 
herleid zo ver mogelijk 


„ = 1000 
13 x 


x= 100 + r? 


A=B° 
14 B>0 
bn 
B:r= 30 
19 Jaz, 56,08 + 2 ; oor 
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23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 
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Bereken algebraïsch de oplossing van 
onderstaande vergelijkingen 


X+V8+x=4 
NCT + XT =0 


(4x — 1)-3 — (3x + 1)-(2x — 1) 


+ 17 ne 


(4x? — 8)(2x + 1) =O 


2000-x? — 40000-x”* =O 


Bereken algebraïsch de waarde van a en b 


pn 178 
a —0,36b = 205 
3X +7 a b 


+243) X42 +3 


Werk de haakjes weg en herleid zo ver mogelijk 


(30 — 2x°? = 


(ie) 
11000 - 0,9! (0,7 —0,5 : 0,9%) = 


0,007 (BG)°425 - (2/ )0725 = 


Herschrijf tot de gevraagde vorm 


298,5 


L 
73600 


Schrijf (6,9 + 


) : Lom tot de vorm al + bT 


2q° -8q +16 _ 


Schrijf zonder quotiënt: a 


Schrijf om tot één quotiënt: sen : (1 4) = 


Schrijf om tot één quotiënt: v1—x? +x- î = 


Schrijf om tot één quotiënt: v1 —x + Te = 
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Schrijf om tot één quotiënt: DE 
2a 
Schrijf V1000x om tot de vorm a « x? 


Schrijf log(y) = 3 + 4x om tot de vorm y = 10°: (10°) 
Schrijf x? + 8x + 15 om tot de vorm (x + p)? + q 


Schrijf x? — 3x + 12 om tot de vorm (x + p)° + q 


Stangenvlinders 


Een constructie bestaat uit twee stangen van lengte 18 cm en twee stangen van 
lengte 10 cm die scharnierend aan elkaar zijn bevestigd. Zie de foto. 

We verwaarlozen de breedte en de dikte van de stangen en bekijken alleen de 
vormen waarbij de lange stangen over elkaar heen liggen. 


foto 


In figuur 1 hieronder zie je een aantal mogelijke vormen getekend; zulke vormen 
noemen we stangenvlinders. 

De afstand tussen de scharnierpunten aan de onderkant noemen we x, die aan de 
bovenkant y, met xen y in cm. 

Als x maximaal is, en dus y minimaal, liggen de vier lijnstukken op één lijn. In die 
situatie zijn x en y achtereenvolgens 28 en 8. 


figuur 1 
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In figuur 2 zijn bij een stangenvlinder met hoogte h twee rechthoekige driehoeken Land ing 
getekend. 

In deze opgave bekijken we een eenvoudig wiskundig model van de baan van een 
figuur 2 vliegtuig bij de landing. 
Een vliegtuig vliegt op een hoogte van 8 km. Op een afstand van 100 km van het 
vliegveld (horizontaal gemeten) wordt het landingsproces ingezet. 


We tekenen de baan van het vliegtuig in een assenstelsel: x is de afstand (in km, 
h 18 h horizontaal gemeten) vanaf het punt waar het landingsproces wordt ingezet en y is de 
hoogte (in km). 
EE De piloot begint het landingsproces in het punt (O, 8) en het vliegtuig komt in het punt 
2x 


(100, 0) op de grond. Zie de figuur. 


Door in elk van de vet getekende driehoeken h? uit te drukken in x en y kun je figuur 
afleiden dat y = 2e Y 
En 8 


37 Geef deze afleiding. 


De stangenvlinder past precies op de rechthoekige bodem van een doosje met lengte 
17,5 cm, zoals getekend in figuur 3. 


Oo X 
figuur 3 108 
Bh 17,5 cm B De baan die het vliegtuig tijdens het landingsproces beschrijft, wordt in het assen- 
‘ stelsel bij benadering gegeven door: y=8— 2,4: 10%-x?+1,6- 10°: x 
39 Toon langs algebraïsche weg aan dat volgens bovenstaande formule het vliegtuig 
h zowel in het punt (O, 8) als in het punt (100, 0) een horizontale bewegingsrichting 
heeft. 
De snelheid in horizontale richting is tijdens het gehele landingsproces 500 km/u. 
\ Er geldt dus: x = 500f, waarbij t het aantal uren na het inzetten van de landing is en 
Ost<s0,2. 
38 Bereken de breedte h van de bodem van dit doosje. Voor de hoogte y geldt: y =8 — 600 - f? + 2000 - t°. 


40 Bewijs dat deze formule klopt. 
Om veiligheidsredenen mag de absolute waarde van de verticale versnelling y”(f) 


tijdens het landingsproces niet groter zijn dan 1200 km/u?. 
41 Onderzoek of aan deze eis voldaan is. 
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Het menselijk oog 


Om een voorwerp op verschillende afstanden scherp te kunnen zien heeft de mens 
de mogelijkheid om te accommoderen, dat wil zeggen de sterkte van zijn ogen aan 
te passen, zodat er een scherp beeld op zijn netvlies komt. Om een voorwerp op een 
afstand a van het oog scherp te kunnen zien is een bepaalde sterkte S van het oog 
a+b 

ab” 


nodig. Voor deze sterkte S gebruiken we het volgende model: S = 
Hierbij is: 
— ade afstand in meters tussen het voorwerp en de ooglens; 


— bde afstand in meters tussen het netvlies en de ooglens; 
— S de sterkte in dioptrieën (dpt). 


Zie de figuur. 
figuur 
a b 
ke „je al 
voorwerp ooglens beeld op 


netvlies 


De afstand b hoeft niet voor beide ogen gelijk te zijn. 


lemand heeft een rechteroog met b = 0,018 m. Hij kan de sterkte van zijn rechteroog 
variëren van 58 tot en met 63 dpt. 


Bereken op welke afstanden dit rechteroog voorwerpen scherp kan zien. Rond de 
grenswaarden in je antwoord af op twee decimalen. 


Voor zijn linkeroog geldt: b = 0,017 m. 


Hiermee kan hij voorwerpen op afstanden van 15 cm en verder scherp zien. 
Bereken welke waarden S kan aannemen. Geef je antwoord in gehele dioptrieën. 
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Brandstofverbruik 


Een schip maakt een tocht over een rivier van P naar Q en terug. De afstand tussen 
Pen Q is 42 km. Van P naar Q vaart het schip tegen de stroom in (stroomopwaarts); 
op de terugreis vaart het met de stroom mee (stroomafwaarts). 

De snelheid van het schip ten opzichte van de wal hangt af van de stroomsnelheid 
van het water en van de snelheid v van het schip ten opzichte van het water; hierbij is 
v in km/u. 

De stroomsnelheid van het water is 8 km/u. Zie de figuur, waarin de tocht van P naar 
Q is weergegeven. 


figuur 


* 
Ye 


Veronderstel: v = 20. 
Toon aan dat de tocht van P naar Q en terug dan 5 uur duurt. 


Het brandstofverbruik B op het deel van de tocht stroomopwaarts hangt af van de 
vaartijd 7 (in uren) en van de snelheid v (in km/u) van het schip ten opzichte van het 
water. Er geldt: B=T" vÀ. 

42v 

v-8 


Voor het deel van de tocht stroomopwaarts geldt: B = 
Bewijs deze laatste formule. 


Bereken algebraïsch bij welke waarde van v het brandstofverbruik minimaal is voor 
het deel van de tocht stroomopwaarts. 
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Hints bij hoofdstuk 1 


Werk eerst het quotiënt weg. 
Kruislings vermenigvuldigen. 
Werk eerst de 87 weg en daarna het quotiënt. 


Delen door een breuk is hetzelfde als vermenigvuldigen met het omgekeerde van 
deze breuk. 


Werk eerst het quotiënt weg en zet daarna A aan één kant van het = teken. 
Werk de 6,9 weg zodat je (makkelijker) kan kwadrateren. 

Werk de quotiënten weg. 

Herleid eerst op log(A). Maak gebruik van log(a) = b dus a= 10? 

Ga na hoe log(A) herschreven wordt tot A= … . Bedenk dat 10'°9? = D 
Werk eerst de 100 en de 1 weg. 


ER 
Ga na hoe de 3,4 wordt weggewerkt. Maak gebruik van a?= c dus a= 6) 


Maak gebruik van a? =c dus a= cle) 

Werk rom naar r°. 

Werk r? om naar r°. 

Herschrijf de formule B: r= 30 tot B= … en vul deze bij A in. 

Isoleer het wortelteken om daarna te kwadrateren, vergeet niet te controleren. 


Verdeel de worteltekens over beide zijden van het = teken om daarna te 
kwadrateren. 


Welke vergelijking moet opgelost worden? Werk daarna de haakjes weg. 
Niet de haakjes wegwerken. 
Werk eerst de x? en de x° weg. 


Herleid de bovenste regel op a en vul die in, in de onderste regel. 


Herschrijf de breuk achter het = teken eerst tot één breuk door de noemers gelijk te 


maken. 

Schrijf eerst met twee paren haakjes. 

Werk eerst de twee kwadraten uit. Let op de min. 

Werk de haakjes weg. Wordt er vermenigvuldigd met 0,9t of met 11 000 : 0,9f? 
Werk eerst de haakjes weg. 


Delen door een breuk is hetzelfde als vermenigvuldigen met het omgekeerde van 
deze breuk. 


Werk eerst om tot drie kleinere quotiënten. 

Werk de haakjes weg en maak gelijke noemers. 

Maak van de eerste term een quotiënt met gelijke noemer. 
Maak van de eerste term een quotiënt met gelijke noemer. 
Teller en noemer met hetzelfde (24) vermenigvuldigen. 


Splits in getallen en x-en. 
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HINTS 


Ga na hoe de log(y) om te werken is tot y= 
Gebruik kwadraat afsplitsen: x? + 2px = (X+ p)? -— p? 
Gebruik kwadraat afsplitsen: x? + 2px= (X+ p)? — p? 


Denk aan de Stelling van Pythagoras. Noteer Pythagoras twee keer, werk uit en ga 
na wat opvalt. 


Gebruik het gegeven y= 17,5 samen met het resultaat van de vorige opgave. 
Horizontale bewegingsrichting, dus laat zien dat de afgeleide in deze punten 0 is. 
Substitueer x= 500t in de formule die al eerder gegeven is. 

Bepaal eerst y} Bedenk dat het gaat om de absolute waarde. 

Ga na welke twee vergelijkingen opgelost moeten worden. 


Bereken S voor a = 0,15 en b = 0,017. Bedenk wat er met S gebeurt als a heel groot 
wordt. 


Bereken tijd heenweg en tijd terugweg. 
Bepaal de benodigde vaartijd met vaartijd = afstand : snelheid. 


Algebraïsch het minimum berekenen, dus afgeleide gelijk stellen aan 0. 
Gebruik de quotiëntregel. 
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Uitwerkingen bij hoofdstuk 1 


Herschrijf tot de vorm: A= 


2q _ A B " 

Ba+2 2A-3 dus 2q-(2A-3) = A-(5Bq+2) dus 4qA-6q = 5qA+2A dus 
4gqA-5qA-2A=6qdus -qA-2A=6q dus Al-q-2) =6q dus 

__6a 

Aid 

of 

29 ____A 5q+2 _2A-3,,54+2 _2A 39 3 dus 

bq+2 2A-3 2q A 2q A A A 

3 _ 5q+2 4q 5q+2 —q-2 3 _-q-2 A _ 2q _ 6q 
An un nn 


Ga na in welke stappen het gedeelte dat P bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in 
omgekeerde volgorde weg. (Werk dus eerst het quotiënt weg.) 


SPE gig Ees ae d kruislings vermenigvuldigen geeft 


t : d 
mz zÂ 


JA:t=5:P.dena= DEE 


Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in 
omgekeerde volgorde weg. (Werk eerst de 87 weg en daarna het quotiënt.) 


20 
V=87 
A+ 0,05 
z 2Û V-87 __-20 en : 
V-87 = A+ 0,05 dus 1 _SA+0,05 kruislings vermenigvuldigen 


(A + 0,05)(V — 87) = —-20 


____20 
A+ 0,05 = V-87 
A=-0,05 — 20 dit kan ook geschreven worden als A = a 0,05 
ú V-87 87-Vv 


Delen door een breuk is hetzelfde als vermenigvuldigen met het omgekeerde. 


a c 
A=£ 
b d 
G) 
_\d/ cb _c:-b 
AT d a d-a 


Werk eerst quotiënt weg en zet daarna A aan één kant van het = teken. 
1300 — A 1300 —-A _ 44: 0,87! 
e= 44-087! :d = id 

A GMD 1 


1300 - A= 44: 0,87‘. A 
44. 0,87'. A+ A= 1300 
(44 - 0,87‘ +1): A= 1300 


__1300 
(44 - 0,87° +1) 
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Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in 
omgekeerde volgorde weg. (Werk de 6,9 weg zodat je (makkelijker) kan kwadrateren.) 


{=69vVA-12 


t 
=VA-12 
6,9 
2 
L = e= 
5) =A2 


6, 


2 2 
A jd ) 12 di =t a s 
( 6,9 + it kan ook geschreven worden als A 47,61 +12 =0,0214 + 12 


Werk de quotiënten weg. 
AB 
b’+9 A 
A?=(b+1):Nb?+9 
A 
A=aNb+1:\b?+9 =+(b+ 1)? (b2+9) 


|= 


Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in 
omgekeerde volgorde weg. Herleid eerst op log(A). 


= 10: log(A) + 90 


t- 90 t- 90 


0 log(A) dus A=10 ° dit kan ook geschreven worden als A=10 ® = N10 


10 


Ga na hoe log(A) herschreven wordt tot A = 
log(A) = 2: log(D) +c 


A = 102: lootDre _ 102 leo(D) e 10° 
A= (10'e8l21)® . 10° = D?. 10° 


Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in 
omgekeerde volgorde weg. (Werk dus eerst de 100 en de 1 weg.) 
P= 100 - (1-2) 


P P 


P =cA <A =cA 
is 278 d en z=z—- G == Gi 

100 Wtg ve legs 
2 OEE zien 

log(1 5) = c: A 

2log(1- vb) 4 

B 100) _ 1 2 (bo) =-t? _d 
fie c Se lg. nn 


Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in 
omgekeerde volgorde weg. (Ga na hoe de 3,4 wordt weggewerkt.) 


A34 
ce dus B-C=1,2- A 


A34 = BC 


1,2 
pm (5 eee 


1,2 
5 
Ô SBC (SEE) (22580) 
dit kan ook geschreven worden als (22E = 5 = 6 
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12 Werk eerst de 44 weg. Bedenk ook hoe de vergelijking daarna herschreven kan worden tot 17 Verdeel de worteltekens over beide zijden van het = teken. Wortels, dus controleer de 


de vorm A = … (Ga na hoe de 0,87 wordt weggewerkt.) 


1300 — t 
Ë 


1300-t _ 0,874 


=44. 0,871 


antwoorden op de rekenmachine. 


XNVX+1 +2VX+1 = 0 


XNX+ 1 =-2VX+1 maak gebruik van A: B= A" C dus B= Cof A= 0, dus 
X=-2VNXx+1 =0 


44.t 
Az 027 jog 1300 — E) dus x=-2Vx=-1 controleren: x= -2 vervalt en x= —1 klopt 
44. t Conclusie: x= —1 
Herschrijf de stelsels tot de vorm A(r) = en herleid zo ver mogelijk 18 Ga na dat de teller gelijk gesteld moet worden aan O en los op. Controleer noemer # 0 
(4Ax-1)-3-(3Xx+1) : (2x-1) =0 
5 = 
13 Herschrijf de tweede formule van x tot x® en vul deze in de bovenste formule in. + 1) 
1000 (Ax 1): 3-(3x+1)- (2x-1) =O 
en 12x- 3 (6? — x-1) = 67 +13x- 2=0 
_ 5 \169-4. -6:-2 — -13- 
x= N100 + r? #2 13 + 1169 e 6: -2_ Er En ! en x = Bl =2 
a — 5 = 
A= 00 — _ 1000. (100+r2)? dus A= Den 
(100 + r) (100 + rf) - v(100 + r*) 19 Stel beide factoren gelijk aan nul en los op. 
(4x? — 8) (2x +1) =0 
14 Herschrijf de tweede formule van B° tot B* en vul deze in de eerste formule in. 4x? -8=0of2x+1=0 
= En zl 
on Bet x= 2 of x= 2 of x= 5 
r=6B? 
2_r SENS fe te 20 Werk eerst de x° en de x° weg door met x° te vermenigvuldigen en los daarna op. 
B-gdusB-(5) dusA-(€) 2000 - x? — 40000 « x"° =0 
2000 : x— 40000 = 2000(x— 20) = 0 
15 Herschrijf de formule van B: r= 30 tot B = en vul deze in de tweede formule in. x= 20 
vi r= 30 
_ 18547 5279 
ain B SEE r ke Bereken algebraïsch de waarde van aen b 
g- 2 dus A= TES „56,6. (20) + 2279 „voer dus 21 bat 
ee a — 0,36b = 205 
A= 18547 &) +56,6 : (22) d 5279 + 90,8r = 18547 manet 1698 ie 5279 a=b+ 178 invullen in a— 0,36b = 205 geeft b+ 178 — 0,36b = 205 
id 8 ú Ô 0,64b = 27 dus b= Aj =42,1875 en a = 42,1875 + 178 = 220,1875 
A= 2 OE 8377 
3Xx+7 DE: b 
se Dr 2)r 3) x+2 x+3 
Bereken algebraïsch de oplossing 
â 7 + 8 rie herschrijven tot één breuk door de noemers gelijk te maken 
16 Het wortelteken kan alleen weggewerkt worden als het geïsoleerd staat. Beide kanten en ka 
kwadrateren. Wortels, dus controleer de antwoorden op de rekenmachine. alx+3) blx+2) _ AX+bX+3a+2b _ (a+ b)x+(3a+2b) 
(x+2(X43)  (x43MX42)  (XA2)(X43)  (x+2)(X+3) 


X+NBtx=4 

V8+x=4-x wortel isoleren 

8+x=(4-x)? =16-8x+Xx° beide kanten kwadrateren 
x2-9x+B=(Xx-1)(X-8) =0 

x=1 klopten x=8 vervalt controleren 

Conclusie: x= 1 
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dusa+b=3en3a+2b=7 
a=3-binvullen in 3a+2b=7 geeft 3(3-b)+2b=7 dus 9-b=7 
dus b=2ena=1 
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23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


33 V1000x =Y1000 IX = 10: x 


34 


35 


36 


Werk de haakjes weg en herleid zo ver mogelijk 


(30 -2x°)? =(30-2x°)(30-2x°) = 900 -120x°+4xe 

nl al tek zate Ate 
i (14) ä ( 7) ok (ee) i (1 dr Ie n 
11 000 - 0,9!- (0,7 —0,5 + 0,92) = 7700 - 0,9'— 5500 - 0,9% 


0 007 (8 G)°425 5 (2L)0-725 = 0 007 e g0425 8 GO225 e 20,725 L°,725 = 
0,007 -4- GO25. [0725 — 0,028. GEMS. [072 dit kan ook geschreven worden als 


7 29 
0,028. GPL ® 0,028. VG7.L» 


Herschrijf tot de gevraagde vorm 


(6:04 28 jy : (sigs ZE, 8 L=6,9L+ 205: T 6,91 +0,083T 
En 3600 3600 - L 3600 
7 
2 
sa Cr IE =2q-8+16q" 


3000 ( ll ) _ 3000 3000 _ 3000f 3000 _ 3000t- 3000 
t t Pad Pa f Pad 


En IS En À Ld xÀ 


1-x? 1 -x? 1 XN x2 NI? 
1x 1 
vi-x? \i1-x? 


H-xaX NN Klk KH Ad 
\1-x \1-x \1-x \1-x \1-x \1-x V1-x 


60v _ 60v 2a _ 60v: 2a __120av 
Vak ap 20 M-2e,p.og V+2ak 
2a 2a 2a 


wl 


y= 105% = 103 „10*= 103 . (10%)” 


Gebruik kwadraat afsplitsen. 
x2+8x+15=x?+8Xx416- 1 = (X+4)2 1 


Gebruik kwadraat afsplitsen. 


Pali lid) tale el) valk) Bande lid) 40 
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Stangenvlinders 


De twee dikgedrukte rechthoekige driehoeken doen denken aan de Stelling van 
Pythagoras. Noteer Pythagoras twee keer, werk uit en ga na wat opvalt. Ga na hoe de 
kwadraten uitgewerkt moeten worden. Let op plussen en minnen. 


2 _ h2 1 1 0? 2_p2atlv. la 
10° = h aan des) en 18° = h vir dus 
2 2 
h?=100-(Jy-0 = h=324- (Fy 
h?=100- (av doyriet) h?=324- (Ave doyr hr?) 
ze st Un 12 de Ard Une ded 
h* = 100 rr Maderna mr hf =324 ri kmi el dani ma dus 


12,1 1d eld Me le 
100 y try = 324 zn YE geeft 


Xy = 224 en dus geldt: y= 22e 


Gebruik het gegeven y = 175 samen met het resultaat van de vorige opgave. 


za geldt x= 12,8 


Omdat y= 17,5 en Pe 


2_ Lil = le lg, 2 
Dus h?=100-(5y-x) =100-(5-175- 12,8) = 94,48 


Conclusie: h= 9,7 


Landing 


Er zijn twee mogelijke oplossingsmethoden. 

eerste methode: differentiëren, gelijkstellen aan nul en x oplossen. 

y=8-24: 10°: x?4+1,6: 10°: x? 

y'=-48: 10%. x+4,8: 10°: x2 (=-0,0048x+0,000048 x°) 

x-(-4,8: 10°+4,8: 10°: x)=0 

x=0of 4,8: 10°: x=48. 10° 

AS Aófd0d 

4,8: 10° 

tweede methode: differentiëren, x-coördinaten invullen en laten zien dat er nul uitkomt. 
y=8-24-10°-x?4+1,6: 10°: x? 

y'=-48:10%-x+4,8- 10°: x? 

y'(0) =O en (100) =-4,8 : 10° - 100+4,8 : 10° - 100? =-0,48 + 0,48 = 0 

Er wordt een algebraïsche manier gevraagd: laat bij x = 100 een korte berekening zien. 


x=0of x= 


Je weet x = 500t en de hoogte y wordt gevraagd. Bewijs, dus de grafische rekenmachine 
mag niet gebruikt worden. 

Gegeven y=8-24: 10%. x2+1,6- 10°: x en x= 5OOt dus 

y=8-24:10%- (5004? + 1,6 - 10° - (5004) 

y=8-2,4: 10%: 5002: £2+1,6 : 10°: 500®- £° 

y=8-—600: f?+ 2000: f° 

Let op: noteer ook de middelste regel. 
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Het ligt voor de hand om eerst y” te bepalen. Let op: er wordt gesproken over ‘de absolute 
waarde’. Houd hier bij het antwoord rekening mee. 

y(t) =8-600: £?+2000 - £ 

y'(t) = -1200 : £+6000 - £? 

y/(t) = 1200 +12000 : t 

y”(0) = -1200 +12000 : 0 =-1200 en y”(0,2) = -1200 +12000 : 0,2 = 1200 

Conclusie: voor het interval [O; 0,2] neemt y” toe van -1200 tot 1200, en y” is een 
lineaire formule, dus aan de voorwaarde is voldaan. 
Let op: ‘absolute waarde’ dus het berekenen van alleen de 
maximale waarde is niet genoeg. Ga na waarom vermeld 
moet worden dat y” een lineaire formule is. 

Met behulp van een plot laat je gemakkelijk zien dat de 
grafiek van y” tussen x= 0 en x= 0,2 voldoet aan de 
voorwaarde dat de absolute waarde van y” niet groter Kzû ="1Eûû 
dan 1200 is. 


Liber BL PLE 


Menselijk oog 


Het gaat om twee keer het berekenen van a met b = 0,018, één keer met S= 58 en één 
keer met S = 63. Bereken, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan. 


a+ 0,018 n 

58 = “a: 0,018 levert a = 0,409 … 
a+0,018 _ 

63 = “a: 0,018 levert a = 0,134. 


de gevraagde afstand ligt tussen de 0,134. en de 0,409 … 
dus in twee decimalen geldt 0,13 < a < 0,41 of 0,14 < a < 0,40 
Geef duidelijk aan wat je in de grafische rekenmachine invoert. 


Bereken, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan. 
Er geldt a> 0,15 en b= 0,017 
vergelijking met a = 0,15 en b= 0,017 levert S = 65,49 is afgerond 65 


a. 0,017 
_ a+b _ a+0,017 er 
voor grote waarden van a nadert S= ab 500 tot 0,017 0,017 58,82 


Conclusie: 59 < S< 65 


De waarde S = 59 kan ook met de tabel van de grafische rekenmachine gevonden worden. 
Geef duidelijk aan wat je in de grafische rekenmachine invoert. 
schermen T1-84: 


Floti Plot Plot? 
vit. 017270. 
BLAD 


“Wez 
“Wiz 
“y= 
“Wez 
Wez 
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Brandstofverbruik 


Let op: v is de snelheid van het schip ten opzichte van het water. 

snelheid np = 20 km/u ten opzichte van het water. 

stroomsnelheid water = 8 km/u 

snelheid schip stroomopwaarts ten opzichte van het land = 20 —8 = 12 km/u 


benodigde tijd voor 42 km is ee = 3,5 uur 
snelheid schip stroomafwaarts ten opzichte van het land is 20 + 8 = 28 km/u 
benodigde tijd voor 42 km is 3e = 1,5 uur 


Conclusie: totale benodigde tijd heen en terug = 3,5 + 1,5 = 5 uur. 


snelheid schip stroomopwaarts ten opzichte van het land is v- 8 


benodigde vaartijd T voor 42 km is dus En uur 
3 

isB= Tv? dus B=-2 vt 42 
Gegeven is v* dus Ean v VE 


Algebraïsch, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


1 Algebraïsche vaardigheden UITWERKINGEN 


“Minimaal” dus afgeleide = 0 
B is een quotiëntfunctie dus gebruik quotiëntregel. 


_ Ww-8)-126v/-42v?:1 _ 84v®-1008v? 


B' = =0 
(v-8)? (v-8)? 
84v* — 1008v?=0 dus 84v? (v- 12) =0 dus ne 
Hiniraurn 
v=0of v=12 “zië.bbhbûs V=iliuh.. . 


Conclusie: minimum voor v= 12 (v= 0 vervalt) 
Ter controle maak je een plot van B (zie schermafbeelding) 
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2 Functies (lineair-, machts-, wortel- en 
gebroken functies) 


Vierkant bij een grafiek 


16 figuur 1 
ir 
Van vierkant ABCD liggen de hoekpunten A en B 


op de x-as en het hoekpunt D op de grafiek van f. 
Zie figuur 1. 


De functie fis gegeven door f(x) = 


De x-coördinaten van A en B noemen we 
respectievelijk a en b, met 0 <a < b. 


De coördinaten van D zijn dan (a, LEN 


NE 


OA BrX 


Voor a = 1 ontstaat het vierkant met zijde 16. 
Vis het deel van dit vierkant dat zich boven de grafiek bevindt. 
Vlakdeel V wordt gewenteld om de x-as. 

1 Bereken exact de inhoud van het bijbehorende omwentelingslichaam. 


In figuur 2 zijn enkele mogelijke situaties voor vierkant ABCD getekend. 


figuur 2 


y 


513,31 b=12,53 b=15,06 


Bij de getekende situaties is de afstand van punt B tot de oorsprong aangegeven. 
Deze afstand b hangt af van a, de x-coördinaat van A. Als a vanaf 0 toeneemt, neemt 
b eerst af en vervolgens weer toe. Er is dus een waarde van a waarvoor b minimaal 
is. 

2 Bereken exact de minimale waarde van b. 
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De derde macht 


De functie f wordt gegeven door f(x) = (x + 1)° — 1. In de figuur is de grafiek van f 
weergegeven. 


figuur 


De functie g wordt gegeven door g(x) = \xat-1. 


De functie g is de inverse functie van f. 
Bewijs dat g inderdaad de inverse functie is van f. 


De grafieken van fen g hebben gemeenschappelijke punten. 
Bereken exact de coördinaten van deze punten. 


Het achtste deel 


Op het domein [-9, 0] is de functie f gegeven door f(x) = vx +9. 

In de figuur is de grafiek van f getekend en een lijn met vergelijking x = p met 
-I<ps0. 

Het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as en deze lijn is met grijs 
aangegeven. 


figuur 
y 
3+ 
24 
£ ms 
+ t + 
-9 -8 7 -5 -4 3 2 -1 O0 LX 


De oppervlakte van het grijze gebied noemen we A. De waarde van A hangt af van 
de waarde van p. Er geldt: 


Ap) =Â (+9)? 


Bewijs dat A(p) = 5 (p + 9)? 
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Er is een waarde van p waarvoor A(p) het achtste deel is van de oppervlakte van het 
gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de y-as. 


Bereken exact deze waarde van p. 


Wortelfunctie 


Op de grafiek van de functie f(x) = 2x figuur 
ligt een punt P met x-coördinaat a (a # 0). 
Vis het voetpunt van P op de y-as. 

Q is het midden van lijnstuk OV. 

Zie de figuur. Vigrenmentnarntnnt senen 
Bewijs dat de raaklijn in P aan de 
grafiek van f door punt Q gaat. Q 


y 


f(x) = 2x 


Transformaties 
Gegeven is de functie f(x) = 2 + x: [5 + 2xl 


De grafiek van f wordt drie naar rechts verschoven en vervolgens vermenigvuldigd ten 
opzichte van de y-as met een factor 2. Bepaal de vergelijking van de functie die zo 
ontstaat en schrijf je antwoord zonder absoluutstrepen. 


Gemiddelde snelheid 


Van een bewegend object wordt de snelheid v (in m/sec) afhankelijk van de tijd t (in 
sec) op het tijdsinterval [O, 4] gegeven door de formule: 


vb =8-— Hf 


Bereken de gemiddelde snelheid van het object op het tijdsinterval [O, 4]. 


Gelijke inhoud 


Op de grafiek van y = \2x ligt een punt figuur 
P(a, \2a), met a > 0. 

De rechthoek met hoekpunten O(O, 0) 
en P, waarvan twee zijden langs de assen v2a 
vallen, wordt door de grafiek verdeeld in w 
de twee stukken Ven W. Zie de figuur. 

V wordt gewenteld om de x-as; W wordt 
gewenteld om de y-as. 

Bereken de exacte waarde van a waarvoor 
deze omwentelingslichamen dezelfde inhoud 
hebben. 
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Wortelfuncties 


In de figuur zijn de grafieken getekend van de functies f en g gegeven door f(x) = vx 
en g(x) = dx. Verder zijn de lijnen getekend met vergelijkingen x = a en x = 4, met 
O<a<4 


figuur 1 


y 


In figuur 1 zijn twee vlakdelen grijs gemaakt. Het ene grijze vlakdeel wordt begrensd 
door de grafieken van fen g en de lijn met vergelijking x = a. Het andere grijze 
vlakdeel wordt begrensd door de grafiek van g, de x-as en de lijnen met vergelijkingen 
x=aenx=4. 

Bereken exact voor welke waarde van a deze vlakdelen gelijke oppervlakte hebben. 


Gegeven is het punt A(2, 0). Bij elk punt P op de grafiek van f kan het midden van 
lijnstuk AP worden bepaald. Dat midden noemen we M. 


Verder is de functie h gegeven door h(x) = Vzx — T 


In figuur 2 zijn de grafieken van fen h getekend. Ook is voor een punt P het lijnstuk 
AP met midden M getekend. 


figuur 2 


y 


0) A 7 


Er geldt: voor elk punt P op de grafiek van f ligt het punt M op de grafiek van h. 
Bewijs dit. 
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Asymptoot, raaklijn, oppervlakte Asymptoot en knikpunt 
Gegeven is de functie f(x) = ed Gegeven is de functie f(x) = Ae 

13 Herschrijf fin de vorm f(x) = x 2 5E b en bepaal de asymptoten van de grafiek van f. 16 De functie f heeft een knikpunt, een perforatie en een horizontale asymptoot. 
Zie figuur 1. Bereken exact het knikpunt, de perforatie en de horizontale asymptoot. 


figuur 1 
Asymptoten, perforatie en linkertop 


Voor elke waarde van a wordt de functie f, gegeven door: 


_ A2-10x+4 1 
LO) = Dye  Metxtja 


De grafiek van f, heeft een verticale asymptoot en een scheve asymptoot. 
ee ER eee 4 De twee asymptoten snijden elkaar onder een hoek B met B in graden. 
Ì In de figuur is de grafiek van f; met de asymptoten en hoek B weergegeven. 


figuur 


In figuur 2 is rechthoek OABC getekend met A(5, 0) en C(O, —2). De raaklijn in O aan 
de grafiek van f verdeelt rechthoek OABC in twee delen. 
14 Bereken exact de verhouding van de oppervlaktes van deze twee delen. 


figuur 2 


Ee IN * 17 Bereken algebraïsch de waarde van B. 


Er zijn waarden van a, zoals a = 5 (zie figuur), waarvoor de grafiek van f, twee toppen 
heeft. De top met de kleinste x-coördinaat noemen we de linkertop. Er is een waarde 
van a waarvoor de linkertop op de y-as ligt. 

18 Bereken exact voor welke waarde van a de linkertop op de y-as ligt. 


Er zijn twee waarden van a waarvoor de grafiek van f, een lijn met een perforatie is. 
19 Bereken exact, voor de grootste van die twee waarden van a, de coördinaten van de 


In figuur 2 is rechthoek OPQR getekend met R(O, —3) en P(b, 0) met b > 0. perioralis. 


De grafiek van f verdeelt de rechthoek in twee delen met gelijke oppervlakte. 
15 Bereken b in twee decimalen nauwkeurig. 
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Gelijke oppervlakte 


Gegeven is de functie f(x) = 3 — Zie de figuur. 


X+1 


figuur 


In de figuur is rechthoek OPQR getekend met R(O, 3) en P(b, 0) met b > 0. 
De grafiek van f verdeelt de rechthoek in twee delen met gelijke oppervlakte. 
Bereken b in twee decimalen nauwkeurig. 


Verzameling toppen 


Voor elke waarde van a wordt in het figuur 
Oxy-vlak een kromme gegeven met 
vergelijking y = x° + ax?. 

In de figuur zijn de krommen getekend 
voora=+1, +2, +3. 

Elk van deze krommen, uitgezonderd de 
kromme voor a = 0, heeft twee toppen. 


Al deze toppen vormen zelf ook weer een 
kromme. 


Leid een vergelijking af voor deze kromme. 


Oo H A NP Oo N A D 0 


Limietpunt 


Voor c > 0 is de functie f,‚ gegeven door: 


_ 1 
f(X) a c(x— 1) +1 


Bewijs dat voor elke waarde van c de functie f, de inverse is van zichzelf. 
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Punt S is het punt met coördinaten (1, 1). 
In figuur 1 is voor een waarde van c de grafiek van f, weergegeven. 


figuur 1 


y 


dre 
Je 


0) X 


De grafiek van f, is puntsymmetrisch ten opzichte van S als voor elke waarde van p 
geldt: 

Í{Í + p) + F1 —p) 
2 ak 
Bewijs met behulp van deze formule dat voor elke waarde van c de grafiek van f, 
puntsymmetrisch is ten opzichte van S. 


Lijn k is de lijn met vergelijking y = x. Lijn k snijdt de grafiek van f, in twee punten. 
Punt A is het linker snijpunt. 
In figuur 2 is de situatie van figuur 1 uitgebreid met A en k. 


figuur 2 


» 
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Als c groter wordt, verschuift A over lijn k, waarbij zowel de x-coördinaat als de 
y-coördinaat van A toenemen. 
Als c onbegrensd toeneemt, naderen zowel de x-coördinaat als de y-coördinaat van A 


tot een limietwaarde. Het punt A nadert daarom tot een vast punt: het limietpunt van A. 


Druk de coördinaten van A uit in c en bewijs met behulp van deze coördinaten dat S 
het limietpunt is van A. 


Tussen twee grafieken 


De functie fis gegeven door f(x) = V1 —x. 


In figuur 1 zijn op het interval [O, 1] figuur 1 
de grafiek van f en de lijn y 
y= Xx getekend. 1 


De grafiek van f en de lijn y = x 
snijden elkaar in het punt 7. 
Op de lijn y = x ligt tussen 

O(O, 0) en T een punt P(p, p). 
De lijn y = p snijdt de grafiek 
van f in het punt Q. 


De rechthoek waarvan PQ een zijde is en waarvan de tegenoverliggende zijde op de 
x-as ligt, is in figuur 1 voor een waarde van p grijs gemaakt. 


De x-coördinaat van Q is 1 —p?. 
Bewijs dit. 


Er is een waarde van p waarvoor de oppervlakte van de rechthoek maximaal is. 
Bereken exact deze waarde van p. 


Het gebied V wordt begrensd 
door de grafiek van f, de y-as, 
de lijn y= xen de lijn x= >. 
Zie figuur 2. 

Bereken exact de inhoud van 
het omwentelingslichaam dat 
ontstaat wanneer V om de x-as 
wordt gewenteld. 
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2 Functies 


Verticale en horizontale verbindingslijnstukken 


De functies f en g zijn gegeven door f(x) = El, en g(x) = 5 metx>0. 


De grafieken van f en g snijden elkaar in het punt (1, 1). 


Voor a > 1 bekijken we bij x = a het 
verticale verbindingslijnstuk tussen de 
grafieken van fen g. Zie figuur 1. 
Bereken op algebraïsche wijze de 
exacte waarden van a waarvoor de 
lengte van het verticale verbindings- 


gn 1. 
lijnstuk 5 is. 


Voor b > 1 bekijken we bij y = b het 
horizontale verbindingslijnstuk tussen 
de grafieken van f en g. Zie figuur 2. 
De x-coördinaten van de eindpunten 
van dit verbindingslijnstuk zijn 

: ad 1 
respectievelijk — en NE: 
Voor een zekere waarde van b is de 
lengte van dit lijnstuk maximaal. 


Bereken met behulp van differentiëren 


de maximale lengte van het horizontale 
verbindingslijnstuk. 
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Een regenton 


Op het domein [O, 1] is de functie r gegeven door r(x) = Zos + 15x-—15x2. 


Wis het vlakdeel dat wordt ingesloten door de x-as, de y-as, de grafiek van ren 
de lijn x= h, met 0 <h <1. Zie de figuur. 


figuur 
y Lezh 
r i 
sE 
1 
j 
1 
W 
1 
l 
k 4 
0 1 X 


Voor het volume V van het omwentelingslichaam dat ontstaat door vlakdeel W/ om de 
x-as te wentelen, geldt: 


Tt 
V= 40 (2h + 3h? — 2h°) 
Bewijs dat deze formule voor V juist is. 


Als de grafiek van rom de x-as 
gewenteld wordt, ontstaat een 
figuur die lijkt op een regenton. 
Voor x, hen r nemen we de meter 
als eenheid, zodat de ton 1 meter 
hoog is. 

Vis dus het volume van het water 
in de ton als het water h meter 
hoog staat. 


Bereken de waterhoogte in de ton 
als deze voor drie vierde deel is 
gevuld. Rond je antwoord af op 
een geheel aantal cm. 
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Acht keer zo groot 


Voor p > 0 is de functie f‚, gegeven door f‚, (x) = 3px° — x°. 
De grafiek van f, raakt de x-as in het punt O(O, 0) en snijdt deze in het punt A(3p, 0). 
Verder heeft de grafiek van f, een buigpunt B( p, 2p°). 


Vis het gebied dat wordt ingesloten door de figuur 1 
grafiek van f, en de x-as. De verticale lijn door 
het buigpunt verdeelt V in twee delen. y 


In figuur 1 is deze situatie weergegeven. 
De oppervlakte van het linkerdeel is Sp 


Bewijs dat de oppervlakte van het rechterdeel 
acht keer zo groot is als de oppervlakte van het 
linkerdeel. 


Er is een waarde van p waarvoor geldt: 
de lijnstukken BO en AO zijn even lang. 
Bereken exact deze waarde van p. 


De buigraaklijn in B snijdt de x-as in punt C. figuur 2 
In figuur 2 is deze situatie weergegeven. 
Bewijs dat de lengte van CA voor elke waarde 
van p > 0 acht keer zo groot is als de lengte 
van OC. 


B 
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Kromme van middens 


Gegeven is de functie f(x) = Vx. 
De lijn y = 2 snijdt de grafiek van f in punt 
A en de y-as in punt B. Zie figuur 1. 
Vis het gebied dat wordt ingesloten door 
de grafiek van f, de y-as en de lijn y = 2. 
In figuur 1 is V grijs gemaakt. 

35 Bereken de oppervlakte van V. 


We bekijken het horizontale 
verbindingslijnstuk tussen een punt (O, q) 
en de grafiek van f, met 0 <q <2. 
M is het midden van dit lijnstuk. 
In figuur 2 is dit voor een waarde van q 
getekend. Hierin is ook de kromme 
y= \2x getekend. 

36 Bewijs dat M op de grafiek van 
y= V2x ligt. 
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figuur 1 


y 


h 
@ 
S 
S 
el 
N 


Wis het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van y = \\2x, de y-as en de lijn 


y=2. 


We wentelen de gebieden Ven W beide om de y-as. Ee 
De inhoud van het omwentelingslichaam van Vis gelijk aan 5. De inhoud van het 
omwentelingslichaam van Wis een percentage hiervan. 


37 Bereken dit percentage exact. 
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Zwaartepunt 


2 Functies 


De coördinaten van het zwaartepunt van een vlakdeel kun je met de formule hier- 


onder berekenen. 


Van vlakdeel Vis Z het zwaartepunt. 
De coördinaten van Z zijn x, en y‚. 
Er geldt: 

5 1 f 
2 oppervlakte van V Jacnogax 
Hierbij is h(x) de bij x behorende hoogte 
van V, voor p <x <q. 
De berekening van y‚ verloopt op een 
soortgelijke manier. 


y-as 


x-as 


Biet 
NS 

x 
oM 


De vlakdelen in deze opgave zijn symmetrisch in de lijn y = x. Dus geldt y, = x. 


De hoekpunten van driehoek OAB zijn 
O(O, 0), A(3, 0) en B(O, 3). Zie figuur 1. 


Bewijs met de formule in het kader dat 
het zwaartepunt van driehoek OAB het 
punt (1, 1) is. 


Het vlakdeel OAPQB in figuur 2 wordt 
begrensd door de x-as, de y-as, 
de lijn x= 3, de lijn y = 3 en 


de hyperbool y = 5 


Xx: 


Bereken exact de x-coördinaat van het 
zwaartepunt van dit vlakdeel. 
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B 


0 x 
figuur 2 

y 

B Q 

A P 

[e) 1 A Xx 
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Onafhankelijk van n 


De grafieken van de functies y = De x2 en y = x sluiten een gebied G in. Door dit 
gebied G te wentelen om de x-as ontstaat een omwentelingslichaam. 
Bereken de exacte waarde van de inhoud van dit omwentelingslichaam. 


Voor n= 1, 2, 3, … bekijken we het vierkant OQ,P,‚R,, waarvan twee zijden langs de 
coördinaatassen vallen en waarvan het punt P‚(n, n) een hoekpunt is. 


De grafiek van de functie y = It gaat door O en door P, In figuur 1 is dit voor n = 1, 
n=2,n=3enn=4 getekend. 


figuur 1 


0 


De richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de grafiek van y = rn in het punt P, is 
onafhankelijk van n. 
Bewijs dit. 


De grafiek van y = It verdeelt het vierkant OQ,P‚R, in twee stukken Ven W. 
Zie figuur 2. 


figuur 2 


y 
B, P, 


De verhouding van de oppervlakten van V en Wis onafhankelijk van n. 
Bewijs dit. 
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Hints bij hoofdstuk 2 


b 
Vierkant, dus AD = AB. Inhoud, dus maak gebruik van /= |l y’) dx. 


Druk b uit in a. Minimaal, dus bereken b’= 0. 


Inverse dus bewijs f(ff"’(x)) = x of maak gebruik van spiegelen in de lijn y= x, dus 
verwissel de xen y en herschrijf tot y= … 


fen g zijn elkaars inverse functie, dus de snijpunten liggen op de lijn y= Xx. 
Oppervlakte, bepaal dus de primitieve van f. 


Bereken eerst de gehele oppervlakte in het interval. Bedenk welke vergelijking 
opgelost moet worden. 

Bepaal eerst de vergelijking van de raaklijn aan f door (a, 2a). Bedenk dat V= 2la 
Drie naar rechts, dus vervang elke x door x— 3, 

vermenigvuldig ten opzichte van de y-as met 2, dus vervang elke x door IX 
Gemiddelde snelheid = totale afgelegde weg : totale tijd. Bedenk dat de totale 
afgelegde weg te berekenen is met een integraal. 


Welke twee inhouden moeten berekend worden? 

Formule voor wenteling om de y-as is nfy-dx 

Bereken eerst de waarden van beide oppervlakten apart. Welke vergelijking moet 
opgelost worden? 


M is het midden van lijnstuk AP. Gebruik dit om de coördinaten van M in xp uit te 
drukken. 


Verticale asymptoot als noemer = 0 en teller # 0. Horizontale asymptoot: onderzoek 
X — co 

Bepaal eerst de vergelijking van de raaklijn y= ax + bin (O, 0). Bedenk dat het hier 
gaat om de oppervlakte van een driehoek en een rechthoek. 

Druk de oppervlakte van de rechthoek uit in b. Schrijf de oppervlakte onder de 


grafiek als integraal en bedenk wat de uitkomst van deze integraal moet worden. 
Bereken, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan. 


Schrijf de functie eerst zonder absoluutstrepen. Perforatie als teller = 0 en noemer = 0. 


Bepaal eerst de scheve asymptoot. Herschrijf de formule van fin de vorm 
Cc 

2x-5 

Top, dus f'(x) = 0 en top op de y-as, dus x= 0. 


f(x) = ax+ b+ 


Perforatie als teller = 0 en noemer = 0. 


Druk de oppervlakte van de rechthoek uit in b. Schrijf de oppervlakte onder de 
grafiek als integraal en bedenk wat de uitkomst van deze integraal moet worden. 
Bereken, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan. 


Druk de x-coördinaat en de y-coördinaat van de toppen uit in a en zoek daarna een 
verband tussen die twee. 


Inverse dus bewijs f(f"“(x)) = x of maak gebruik van spiegelen in de lijn y= x, dus 
verwissel de xen yen herschrijf tot y= … 


Bereken eerst f,(1 + p) en £,(1 — p). 


Druk eerst x in c uit. 
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Ga na dat voor OQ geldt y= p 
Maximaal, dus afgeleide gelijk stellen aan O 
Verdeel het gebied onder de grafiek van fin twee delen. 


Welke formule hoort bij de lengte van een verticaal verbindingslijnstuk? Maak een 
vergelijking en los deze algebraïsch op. 


Ga na wat de lengte van het lijnstuk is. Maak een vergelijking en los op. 

h 
Voor een omwentelingslichaam geldt inhoud = 7: Ï flx))? dx 

0 
Bereken eerst de totale inhoud van de ton. Ga na welke vergelijking opgelost moet 
worden. 
Bepaal met een integraal de rechter oppervlakte. Gebruik als grenzen p en 3p. 
Bepaal de lengte van BO met behulp van Pythagoras. 


Stel met behulp van f(x) de vergelijking van de buigraaklijn op om de 
x-coördinaat van Cte berekenen. 


Schrijf de oppervlakte als integraal. Bereken, dus het gebruik van de grafische 
rekenmachine is toegestaan. 


Druk de coördinaten van punt M uit in q. 


De gebieden worden om de y-as gewenteld. Exact, dus het gebruik van de 
grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Inhoud Wez: [x?dy 
0 


Maak gebruik van de gegeven formule. 


Verdeel de oppervlakte in twee handige stukken. Bereken voor elke stuk de 
oppervlakte en [x- fx) dx 


Exact, dus bereken algebraïsch. Bereken eerst de snijpunten en daarna de inhoud 
met behulp van primitiveren. 


Gevraagd wordt naar de richtingscoëfficiënt in het punt met x= n, dus naar y’{n) 


Grenzen bepalen, oppervlakte V bepalen en oppervlakte W bepalen. 
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Uitwerkingen bij hoofdstuk 2 


Vierkant bij een grafiek 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
b 


Analyse: inhoud dus denk aan I= rl y?) dx en bepaal de grenzen. Vierkant, dus AB = AD 
a 

eerste methode: 

a=1 dus D(1, 16) en lengte zijde AD = 16 en (1,16) 

lengte AB = 16 dus A(1, 0) en B(17, 0) 


17 17 
Inhoud =z { ( 162- En je =x{ (256-226) a 
nhou | Xx |l ie ) X 


208; 


Primitieve van 256 — is 256x-— 256 In(x) dus 


Inhoud= 7 [256x — 256 an 7 =n: (4096 — (256 In(17) — 256 In(1)) 
Conclusie: inhoud =7 : (4096 — 256( In17)) 
tweede methode: 


a=1 dus lengte zijde AD = 16 en lengte AB = 16 dus A(1, O0) en B(17, 0) 


17 
han kn zier r|zseex- (28) ox 
28 ; 


Primitieve van 256 is 256x en de primitieve van S= is 256 In(x) dus: 
Inhoud= 7 [256x]1’ — 7 [256 In(x)] ? = 7: (4096 — ss In(17) — 256 In(1)) 
Conclusie: inhoud = 7 - (4096 — 256( In17)) 

derde methode: 


Inhoud cilinder =zr?-h =n:162-16 =n: 256 (wenteling lijn y= 16 om de x-as van 
x= 1 tot en met x= 17) 


17 17 256 
Inhoud omwentelingslichaam onder f= 7 [ GE 8) ax = 1 (2e ) ax 
1 1 
Primitieve van == 208; is 256 In(x) dus: 
Inhoud entei onder f= 7 [256 In(x)| 4’ = 7: (256 In(17) — 256 In(1)) 


Conclusie: inhoud = 7 - (4096 — 256( In17)) 


17 2 
Let op: inhoud is niet te berekenen met n [ (ze — oe) dx 
il Xx 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: ABCD is een vierkant dus AB = AD = f(a) 


16, ; 
D(a, —) is gegeven 
5 geg 


b=OA+AB=OA+AD=a+ flalmar MD =a+16at 
a 


3 
bis minimaalals b'=1-8:a ?=0 
dusat=ldusae(d) =(zortenz4 
usa?=g usa=(4) = =2?= 


el 
Conclusie: a = 4 en b=4+16:4?=4416-J= 
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De derde macht 


3 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Analyse: inverse, dus x en y verwisselen en herschrijven tot y = … of bewijzen dat F(FP'(x)) = Xx. 


eerste methode met behulp van verwisselen van x en y: 


f(x) = (x+1)®—1 dus voor inverse geldt x= (y + 1)° —1 


Herschrijven tot y= … levert: x= (y+1)°—1 dus x+1 = (y+1)° dus 
Nx -1=y= glx) 


Conclusie: de inverse van f(x) = (x+1)°—1 is g(x) =N\x+ 1-1 


tweede methode met behulp f(f"’(x)) = x: 

Er moet dan gelden f(glx)) = x (of glf(x)) = x) 

FO) = (x+1)3-1 en gl) =NVx+1 1 dus 

FLO) = XT 141) 1e AXT) -lexelelex 


Conclusie: f(glx)) = x dus de inverse van f(x) = (x+1)°—1 is glx) 


=Xx+1 —_1 


4 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode: 


Analyse: f(x) en g(x) zijn elkaars inverse dus gemeenschappelijke punten liggen op de lijn 


X= y. Gebruik het resultaat van de opgave hierboven. 

Voor de gemeenschappelijke punten moet gelden (x+ 1) -1 = x 
Dus (x+ 1) = x+1 (A* = A, dan geldt A?- A= 1: Adus A? =1 VA 
Dus x+1=1lofx+1=-lof x+1=0 

Dus x= 0 met y= 0 of x=-2 met y=-2 of x=-1 met y= 1 
Conclusie: gemeenschappelijke punten zijn (0, 0), (-1, -1) en (-2, 


tweede methode: 
Analyse: gemeenschappelijke punten dus f(x) = g(x) oplossen. 


= 0) 


—2) 


Voor de gemeenschappelijke punten moet gelden + 3-1 Nx 1 
1 


Dus (x+ 1)3 =NVx+T =(x+4 1)? (AP = A°, dan geldt A =1 of A=0 
8 
dus (x+1)? =1 of x+ 1 = 0 dus 


(xe1f=1f=lofx+1=0 
dusx+1=1lofx+1=-lofx+1=0 
X+1=1 dus x=0 met y=0 of 

X+1=-1 dus x= -2 met y=-2 of 

X+1=0 dus x=-1 met y=-1 

Conclusie: gemeenschappelijke punten zijn (0, 0), (-1, -1) en (-2, 


derde methode: 
Analyse: gemeenschappelijke punten dus f(x) = g(x) oplossen. 


) 


—2) 


Voor de gemeenschappelijke punten moet gelden (x+ 1)° —1 =\x+ 1-1 
1 


Dus (x+ 113 NXT = (X+ 1)2 dus (x+ 19 = X41 

(xt 1)9 — (x+ 1) =O dus (x+ 1) ((x+ 1) - 1) =O 

Dus x+1 =0 of (x+ 1) =1 

Dus x=-1ofx+1=1ofx+1=-1 

Dus x=-1 of x=0 of x=-2 

Dus x= -1 met y=-1 of x= 0 met y=0 of x= -2 met y=-2 
Conclusie: gemeenschappelijke punten zijn (0, 0), (-1, -1) en (-2, 
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Het achtste deel 


Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: oppervlakte dus primitieve van f bepalen. 


Primitieve van f(x) =\Xx+9 = (X+ 9)? is F(x) = zot 9) 


3 
2 


Oppervlakte gebied A = 


3 
2 


p 3? 3 El 
[nrs de [Zoer o)f = (Zp +9) - (2-9 +9)°) = 2049) 
-9 -9 


3 
2 


Conclusie: A(p) = zlp+ 9) 


UITWERKINGEN 


Opmerking: een formule voor de oppervlakte is gegeven. Deze formule kan in de volgende 


opgave(n) gebruikt worden. 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Analyse: bereken eerst de gehele oppervlakte op het interval [-9, 0]. Noteer de vergelijking 


die opgelost moet worden. 
2 er 2 
Oppervlakte Alp) met p = 0 is A(O) = 3 (0 +9)? = Zeo? mi 27 =18 


Oppervlakte van het grijze gebied is dus LE 18 = 24 


Opgelost moet worden: Alp) = 2 -(p+9)?=2 


3 02712 
peen DE tel 


ate sl en 3 
Conclusie: p = 2 I= -65 


Wortelfunctie 


Van de situatie is bekend: functie f(x) = 2x met Xp =4, punt Vmety=2 NEN punt OQ ligt 


op de y-as met y= \x en Q moet op de raaklijn aan de grafiek van f door P liggen. 
Aanpak: vergelijking van de raaklijn opstellen en coördinaten van OQ invullen. 


EL il 
f(x) = 2x? dus f'(x) =x 2 en f(a) = A = richtingscoêëfficiënt raaklijn dus 
a 


vergelijking van de raaklijn: y = Lise 


va 


b bepalen met coördinaten raakpunt P (a, 2/a): 

geral a+ ben omdat +. a = \a geldt: 
va va 

b= a 


Conclusie: raaklijn aan de grafiek van f: y= TE - X+ la gaat door Q(O, Va). 
a 
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Transformaties Wortelfuncties 
8 Drie naar rechts, dus vervang elke x door x — 3, 11 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
vermenigvuldig ten opzichte van de y-as met 2, dus vervang elke x door} x. Analyse: geef de twee oppervlakten een naam, bijvoorbeeld gebied linksboven A en 
f(x) = 2+x:15 +2xl 3 naar rechts verschuiven geeft gebied rechtsonder B. Noteer de vergelijking die opgelost moet worden. 
flx)=2+(x-3) -[B+2x-3)|= 2+(x-3) -I2x- 11 Oppervlakte gebied A = Oppervlakte gebied B 
f(x) =2+(x-3) -|2x-1| vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as met 2 geeft ä 3 á 
Hi — ns = == 1 = 1 = 
fo = 24 (hx) -3) [2 (3x) -f= 24 3) De Oppen Hebie ASD glx) dx IG Ivx) dx IN) dx 
0 0 
—1l=Xx- be —1l=-(x- 2 1 22 3 
Ix-1l=x-1 voorxz21 en Ix-1I (x-1) voor x< 1 dus [Axé) axe [ed] =de aard Lava 
voor x> 1 geldt: f(x) = 2+(1x-3) “Ix-1l= 2+(1x-3) (x= z-3ix+5 ki 
en : 
voorsee1: velde Oppervlakte gebied B = 
4 37% 3 3 3 
_ 13) xe 1l = 1-3). Ax 1) == 2+-lix-3) (xe 1,2 —IAs2l =l42lg2 8 1a2 
flx)=2+ljx-3) x= 2+(jx- 3) lx 12 tl 3) (x- 1) |lova) ex (& \x) dx= (a 5) dez ä- zé =[jxé] 3 anne ee 
=_1243lx 3 3 
mi” ak Sa L Oppervlakte gebied A = Oppervlakte gebied B dus Ja? = 8 LE a? 
Gemiddelde snelheid 32° =zdus2a ma s a? =4 dus a° = 16 dus a=\16 
3\3 2 3/ 3, 
2 = 2 = Ei Bi 2 = 
9 Gevraagd wordt naar de gemiddelde snelheid. Het probleem zit in het goed vertalen van OEE (5 ) ike a v16) 
de vraag. Er 
‘De gemiddelde snelheid’ betekent: de totale afgelegde weg s gedeeld door de gebruikte Gankllses SAR 
tijd t. Die tijd is 4 seconden. De totale afgelegde weg s is gelijk aan de oppervlakte van het Opmerking: vergeet de haakjes in de integraal niet. 
gebied onder de gegeven functie v(t). 
afgelegde afstand hd 12 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
4 57° Analyse: maak een schets met daarin de coördinaten van de punten M en R Maak een 
S= IG — tt) dt= ae 2e) =32-:-32= 19,2 V(t) duidelijk onderscheid tussen xp en yp op de grafiek van fen ook tussen xy en yu op de 
0 0 grafiek van h. 
19,2 meter wordt afgelegd in 4 seconden. Al2, 0) en Pligt op de grafiek van f dus P is( xp, xe) en M ligt in het midden van A en P. 
: ; 2 lakt ti k 
Conclusie: gemiddelde snelheid = eN 4,8 m/sec Ore Me ROE Vig UAA 
tijd 4 4 t li E es _ E+Xp 1 EN: 
Xy ligt halverwege x= 2 en x= Xp dus xy = me 14+ 5jXp=gXpt 1 
Gelijke inhoud yu ligt halverwege y= 0 en yp= \X» dus yy = JX 
zÄ 5 Pe N _1 
10 Erwordt naar de inhoud van twee omwentelingslichamen gevraagd. Xu 7Xpt 1 dus geldt x= 2x,- 2. Dit invullen in yy = 2x geeft 
V wordt om de x-as gewenteld, W wordt om de y-as gewenteld. 1 1 1 1 1 1 
=n 2 Xu 2= rt (2 xy 2) = Alo Xu zg en hlX) = 15 X- 5 
Start om de inhoud van het omwentelingslichaam van V te berekenen met | y dx Vm 3 VSM \ in. \ A2 bd 27 


en start om de inhoud van het omwentelingslichaam van W te berekenen met 7 Í x dy. Conclusie: M ligt op de grafiek van h 


lichaam V: 
8 2 d a tweede methode vul y‚, en xj, in de formule van h(x) in: 
= = = Smaad M M 
Wenf(N2x) dxenf2x dx=rlx?lg= ra Di 
0 0 Xy ligt halverwege x= 2 en x= Xp dus xy = D) =14jXp=gXpt 1 
lichaam W: 


i = 5 zi 
omdat y= \2x geldt x= zy en de bovengrens is \\2a Vu ligt halverwege y= 0 en yp= x» dus y= 2% 


1 1 
za B invullen in h(x) =d = 1 geeft I= v5 Get 1) -d dus 


v2a v2a 
wer [(4y2) dy=r y* dy= ze el =d nr: 4a?2a= An: a°2a 
w |G je ie 20 5 ED 


20 
1 NE : 
ZN =|4 *e dit klopt 


Er moet gelden: inhoud V= inhoud W‚ dus 1: a? = En …a?2a dus 5 =\2a 
Conclusie: a = 125 


Conclusie: M ligt op de grafiek van h. 
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Asymptoot, raaklijn, oppervlakte Asymptoot en knikpunt 
13 Verticale asymptoot als noemer = 0 en teller # 0. Horizontale asymptoot: onderzoek x — oo 16 Schrijf de functie eerst zonder absoluutstrepen. 
> — =X- — Eend — Î 
he Alkiad iiet 6 6 ê voor x> 1 geldt Ix-1l= x-1 en voor x< 1 geldt Ix— 11 (x- 1) dus knikpunt 
fx) = - = gebeten (1, A1) =(1, 2) 
X+ 2 X+ 2 X+ 2 X+ 2 X+2 X+2 


voor x> 1 geldt: fx) = EE E ä En E Dn 


Verticale asymptoot is x= —2 


lim 7” 3=0-3=-3, dus horizontale asymptoot is y=-3 EE 


ï 
= =2 voor x#2— 
Ke Xt 2x-5 2 


ie (21 
14 De raaklijn verdeelt het gebied in twee stukken. Bepaal eerst de vergelijking van de dd 2’ 2) 


raaklijn. en 
6 1 , 2 —6 n 4:lx-11-6 _ 4:-x-1)-6  -Ax+4-6 _ Ax-2 
fx) == 2)” —3 dus f'(x) =— == 1 Idt: f(x) = = = = 
(x) EE 3 =6(x+2)"'—3 dus f'(x) = -6lx+2) Der 2} voor x< 1 ge (x) 2-5 2-5 2-5 2x-5 
f'(0) =— 15 dus de vergelijking van de raaklijn door (O, 0) is: y= —1 Tx onderzoek horizontale asymptoot voor x — —oo 
Het snijpunt van deze raaklijn en de horizontale lijn y= 2 is Ex — 2) eerste manier: —Ax_2 En 
. 1 4 _4 : inn -ÂX-2 pd Xr: x_-4+0 
oppervlakte van driehoek OCS is ide 2= 3 Jim f(x) = lim es B Jim Bi Jim 25 nr 
oppervlakte rechthoek OABC is 5: 2 = 10 . XX X 
tweede manier: 
i i 4_g2 2. zB) 2. (2x- 
oppervlakte vierhoek OSBA is 10 — in 8 B Ki Abel = tim —4x-2 lim 2-(2x-5) -12 - im ( 2-(2x-5) —12 ) 
Ape Xs 2X-5 Xe 2x-5 Jeen 2x-5 2x-5 


Conclusie: verhouding is à 85 of 2:13 


etn een 
=lim(-24+) =-2+0=-2 


15 LOAGPr AEN DIPERIENEISENIG VOeKePn Conclusie: knikpunt is (1, 2), perforatie is (24, 2) en horizontale asymptoot links is 


y=-2. 


b 
de [foo BAS ede DAP HOO HEF dE age) De grafiek rechts van x= 1 bestaat uit een horizontale lijn op hoogte y= 2 met een 


0 
Oppervlakte van rechthoek OPOR is 3b perforatie (23, 2). 
De grafiek van f verdeelt de rechthoek in twee delen met gelijke oppervlakte. 
Elk deel heeft een oppervlakte van Sb, dus moet gelden: 


Asymptoten, perforatie en linkertop 
b b 


iek = — 3 =_3 
oppervlakte onder de grafiek = rod Ee 2 b dus roo Goe 2 4 17 Bereken algebraïsch, dus grafische deel van de rekenmachine mag niet gebruikt worden. 
b b p ze 
[foo drs Ï 8 _ 3) dies [6 Injx+ 21 - 3xd b_ Benaderingen zijn wel ee 
0 gn E Analyse: a = 5 dus f(x) = Ee Welke methode is er om scheve asymptoten te 
[6in(x+ 2) — 3x], = 6In(b + 2) — 3b - 6in{2) =- Â b bepalen? an 


Omdat x + 2 positief is, geldt: 6ln|x + 2| = 6ln(x + 2) fx) = 4x? -10x+4 _ 2x:(2x-5) +4 PE! 
Het antwoord mag gegeven worden in twee decimalen nauwkeurig. 2x-5 2x-5 2x-5 
De vergelijking oplossen met de grafische rekenmachine 

voer in: y‚ = 6ln(x + 2) - 3x- 6ln(2) en y,=-1,5Xx 

los op: y‚ = Y‚ (gebruik bijvoorbeeld de tabel, de grafiek met intersect of de solver) 
Conclusie: b= 5,03 


dus de scheve asymptoot is y= 2x 
eerste methode met de hellingshoek: 

Voor de hellingshoek a met de positieve x-as geldt: a. = tan”! (2) = 63,4° 

Conclusie: B = 26,6° 


tweede methode met vectoren: 


De richtingsvector van de verticale asymptoot is 6 


De richtingsvector van de scheve asymptoot y= 2x is 5) 


Voor hoek B tussen de vectoren geldt: cos(B) = = = 


Conclusie: B = 26,6° 
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: top, dus f'(x) =O en “op de y-as; dus x= 0 


2 . 
fbd AKA iss fbd (Bx 10)(2x- a) — (4x? -10x+4) 2 
2x-a (2x- a)? 


Omdat x=0 en f'(x) =0 geldt -10:-a-4:2=0dus10:a-8=0 


Conclusie: a = ê 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: perforatie, dus teller en noemer gelijk stellen aan 0. De waarden van a bepalen. 
4x? -10x+4=0 en 2x-a=0 


2x-a=0dus x= ja invullen in4x?-10x+4=0geefta?-5a+4=0 dusa=4 


of a=1 


2 
Als a= 4 geldt: f(x) = EIO 


2x-4 
x-coördinaat perforatie: 2x 4 =0 dus x= 2 
y-coördinaat perforatie bepalen door f(x) te herschrijven. 


_ Ax? -10x+4 _ 2x(2x-4) -2xt4 —2x+4 _ —1:(2x-4) 
ene 2x-4 A Deed 


Dus f(x) = 2x- 1 mits x # 2. Dus y-coördinaat perforatie is y= 3 
Conclusie: coördinaten perforatie zijn dus x= 2en y=3 
Opmerking: de grafiek van f is voor a = 4 de rechte lijn y = 2x — 1 met een perforatie in (2, 3) 


Gelijke oppervlakte 


De oppervlakte van de rechthoek OPOR is 3b. De grafiek van f verdeelt de rechthoek in 
twee delen met gelijke oppervlakte. Er moet dus gelden: 


b b 3 
2- [fd dx=3b of [FX] dx=b 

0 0 
De primitieve van f(x) is 3x- 3 Inlx+ 1l en omdat x + 1 positief is geldt: 
Inlx+ 1l= In(x+ 1) en dus 


b 
[fo) dx= [3x-3 In(x+ 1e =3b-3In(b+1) =Îb 
0 


ol 
In(b+1)=b = 


Verder oplossen met grafische rekenmachine met de grafiek, 
de tabel of de solver: voer bijv. de functie 
y‚=In(x+ 1) en y, =0,5x in en bepaal met behulp van 


inbarsaar er entaung BEERIEBEEN vet 2560zi2 
Conclusie: b= 2,51 
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Verzameling toppen 


De coördinaten van de toppen zijn afhankelijk van de waarde van a. Druk de x-coördinaat 
en de y-coördinaat van de toppen uit in a en zoek daarna een verband tussen die twee. 
Voor elk van de toppen geldt f'(x) = 0 dus 3x + 2ax= 0 


dus x(3x + 2a) = 0 dus x=0ofx=-a 


Omdat x= -Âa geldt ook a = Sk 


2 
substitueer a = -Íx in y= Xx? + ax? geeft 
nld Sne ie Sd 
yet xe EX za 
Conclusie: de toppen liggen dus op de kromme met X 


vergelijking y = 0 


Limietpunt 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: inverse, dus x en y verwisselen en herschrijven tot y= … of bewijzen dat f(f"“(x)) = x 
eerste methode met behulp van verwisselen van x en y: 


_ 1 : = 1 
f(x) = PET +1 dus voor inverse geldt x ET +1 
… 1 1 
Herschrijven tot y = … levert: —_—_— +1 = X dus =X-1 dus 
E cly—1) cly-1) 
lS Sl En EN 
Pr =cly-1) dus et y-1 
ee Se ú à 1 _ 
Conclusie: de inverse van f(x) Ti +1 is El +1=y 
tweede methode met behulp f(f inv(x)) = Xt 
Er moet dan gelden f(g(x)) = x 
1 P dl 
flx) = PRET +1 en inverse noemen we g,(x) pe +1 dus 
flglx)) = L stede see le 
er +1-1) GT ) ( e ) 
clx-— 1) clx- 1) x-1 
Sn n . te B 1 e 
Conclusie: flg(x)) = x dus de inverse van f(x) = Se +1 is de +1=y 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: formule is gegeven. Bepaal f‚(1+p) en f‚(1-p) 


1 d 


£(1+p)= el +1= rn en £,(1 Pepe = 
one mr 
rte) 
2 Rn 
Conclusie: = Ze EREN = 1 dus puntsymmetrisch ten opzichte van (1, 1). 


2 
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24 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Verticale en horizontale verbindingslijnstukken 
Analyse: druk x (en y) uit in c. 


E 1 f bend _ 1 f 28 Bereken langs algebraïsche weg, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
y= clx-1) ee clx- 1) id Ga na welke vergelijking opgelost moet worden. 
. 1 1 De lengte van het verticale verbindingsstuk = f(x) — glx) 
Herleiden op x levert x- 1 = ——_— en levert (x- 1)? = — di ä ' 1 ie dà 
clx- 1) ed Als x= a geldt RE 6 dus 4 == d 2 “6 kruislings vermenigvuldigen 
a a a a 
En dus x= Ee 1 (want A is linker snijpunt) (x= + 1 vervalt, hoort bij rechter 2 n 
entibunt c c geeft 6la- 1) =a° dus a°-6a+6=0 


6236-246412 6423 


1 Oplossen met abc-formule levert a = dus 
Als 0 — so dan |L — 0 dus x— 1 2 2 2 

6 a=32N3 
ldem voor y: y= X= + en als c — ee dan y — 1 Conclusie: a= 34/3 


Let op: er zijn twee oplossingen 
Conclusie: het limietpunt van Ais S(1, 1) 


29 Delengte van het lijnstuk is XT JE — 5 Er moet gebruik gemaakt worden van 
Î differentiëren. 
Tussen twee grafieken 1 1 1 
Herschrijf: lengte = TE =b?-b 
25 Ga na dat voor OQ geldt y = p 


eerste methode: 1 1 


3 
) S De afgeleide hiervan is -Jb ?+b?=- +7 
P(p, p) ligt op de grafiek van y= x 2 2b\b b 
Voor het punt P(p,‚ p) geldt x= p en y=p n d 1 1 7 1 î 
= zalT= us opgelost moet worden: — +— = 0 dus == 
dus voor Q geldt ook y= pen dus geldt p= v1-x pg Zin 2byb b 


dusp?=1-—x en dusx=1-p? 


5 Ee 1 
Conclusie: O heeft de x-coördinaat x= 1 — pf kruislings vermenigvuldigen levert b? = 2b\b dus b2-2b ? =0 dus 


Td 
b'?(b?-2)=0 dus b=4 (b=0 vervalt) 


tweede methode: 
Als x= 1 — p? dan moet gelden y =p. Dus moet gelden f(x) = f(1 -p°) =p 


of andere methode: 
FU —p?) =1-(1-p?) =p? =p (want p>0) k 


1 : 8 fi 
— +—_-=0 rechts en links met b? vermenigvuldigen geeft 
Conclusie: als voor de x-coördinaat geldt x= 1 — p? dan geldt voor de y-coördinaat 2b\b b? ei ies 
y=p b? pb? 


=-Lbi+1 = 0 dus b? =2 dus b=4 
26 Exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Maximaal, dus afgeleide 
gelijk stellen aan O 
Oppervlakte berekenen met: opp. =/-b=((1-p°)-p):p=p-p°-p? 
Oppervlakte is maximaal als afgeleide gelijk is aan nul, dus als 
y'=1-3p?-2p=0dus3p?+2p-1=0 


1 


Ln pn 


1 1 1 
Jb b Va 4 


De lengte van het horizontale lijnstuk is dan Ì Fi 


Conclusie: de maximale lengte is n 


De vergelijking mag na differentiëren ook met de grafische rekenmachine opgelost 


De abc-formule levert p = ES ee he Eat dus p= En (p = 1 vervalt) worden. 
Conclusie: p = 7 
Een regenton 
27 Exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. h 
b - - : En 2 
Wentelen om de x-as, gebruik dus z- [Croy dt 30 Vooreen omwentelingslichaam geldt inhoud =n joa) dx 
n Gn In deze situatie geldt: inhoud 
Inhoud (Ven W)=n: [(flx))° dx=r: [(NT-x) ° dx h h 3 h 
0 o zn: (rx)? dre: (45 5+15x-15x2) drent: [ig B + 15x- 15x°) dx 
: s 1,213 0 o o 
zr fl1-x) den: Xn =g7 n 
0 d U pN Dus inhoud is 1 [agg (Bx+ 7522522) = zog (Sh+75h?-5h?) 
Inhoud War: [Ulx))? dx=rn: [x? dx= 7" ie] =Jr Ù 
0 n o Sd #8 =p: 25: (2h+3h-2h°)= E(2h+3h?-2h°) 
ie: Re 
Conclusie: Inhoud V= kanker ae kid 


Ya 
Opmerking: aan de foutieve oplossing met: IK \1-x-x)? dx zijn bij het examen geen 
punten toegekend. 0 
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31 Bereken in twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Gebruik de 34 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
voor V gegeven formule. Noteer wat bewezen moet worden. 
Te bewijzen: lengte CA is 8 keer lengte OC 


De regenton is 1 meter hoog dus de totale inhoud is Buigraaklijn y= ax + b opstellen in punt B(p, 2p°): fb) = 3px? - Xx? dus 


ui 2 3) L(2. „12-2-1393 7 
El2h+3h?-2h°)= (2143-12-21) 53 f'(x) = 6px- 32 

NEN ene ee 
Voor drie vierde deel gevuld dus inhoud is dan 2. = 2E Dan RIEN GOSI Ene in buigpuntisa=f,(p)=6p:p-3p" =3p 

Buigraaklijn y= 3p’x + b door punt B(p, 2p°) levert 2p*=3p?:p+bdus b=-p? 
Opgelost moet worden zones 2h°)= 5 Buigraaklijn y= 3 p?x- p? snijden met de x-as, dus 
3 
Ya = 40 (2x+3x7- 2x) 3p?x-p3=0e3p x=pt x= En -E=ip 
ox Dus lengte OC=x=jP 

Va = 460 


Lengte CA= OA-OC=3p-Fp=25p 
Calculate, Intersect levert x= h= 0,72 
Conclusie: de hoogte is 72 cm (of 0,72 meter) 


i 2 8 1 
4 Zp=zp=dr: 
BE huiae =P LHEB e 3 Pp 3 ak 3 p 


Conclusie: lengte CA is 8 keer lengte OC 


Acht keer zo groot 
pe , 9 el Kromme van middens 
32 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Noteer 
wat bewezen moet worden. 
eerste methode: 
Te bewijzen: oppervlakte rechterdeel is 8 3 4_6p 


35 Snijpunt A(4, 2) 

eerste manier: 

Oppervlakte V= opp. rechthoek OPAB — gebied onder de grafiek tussen x= 0 en x= 4 
Grenzen bij gegeven buigpunt x= p en gegeven snijpunt x-as bij x= 3p 


4 4 
sp Oppervlakte V= 4: 2 - Nx dx=8— id -8 
Oppervlakte rechterdeel = |Gpx? -_x°) dx= o 3 o 3 
3p jd tweede manier: 
3_ 1.4 3_1 4 314 4 14 Ald 4 2 2 
pg) =(p:27p 4: 81pS)-(p-p*-p°)=27pS-20pS-p+4Pp")=6p 1 8 
px -5 Ik 5 5 5 5 Oppervlakte valf dy= Wy] _8 
Conclusie: oppervlakte rechterdeel is 8 keer zo groot als oppervlakte linkerdeel. 
derde manier met de grafische rekenmachine: 
tweede methode: bijvoorbeeld 
Te bewijzen: oppervlakte rechterdeel is 8 - ip =6p* TI-84: 8 — fn Int(\x,x,0,4) = 2,67 (menu MATH punt 9) 


Grenzen x= 0 en gegeven snijpunt x-as bij x= 3p of 


sp des CASIO: 8 -[\x‚0,4) = 2,67 _ (kies in menu RUN achtereenvolgens OPTN, CALC, jdx) 

Oppervlakte totaal = Sd -x) dx= Conclusie: oppervlakte is 25 = 2,67 
3 Aal? 3_1 4 3_1n4 4 14 rn 3 4 
px°-X°| =(p:27p°-:81p")-(p-0°-0°)=27p"-20pS-p‘+-p)=65pP 
| ii j 5 ii 5 ii ió 36 Omdat y= \xen y= qgeldt q= \x dus x= q?. Dus het horizontale 


Oppervlakte rechterdeel = 6ip“-ipt =6p? verbindingslijnstuk heeft als eindpunten (O, q) en (q?, q). 
Conclusie: oppervlakte rechterdeel is 8 keer zo groot als oppervlakte linkerdeel. Het midden van dit lijnstuk is M GE q a) 
Opmerking: vergeet de haakjes in de integraal niet. 1 1 
Dus x= rk n id dus 2x= y? dus y= 2x 
33 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Noteer de of 


vergelijking die opgelost moet worden. ï . 7 B 
Er moet gelden: lengte BO = lengte AO M (E q° a) invullen in y= \2x geeft q=4|2: zt = la? en dit klopt voor q > 0 


2 
Lengte BO: afstand tussen O(O, O) en B(p, 2p°) berekenen met Pythagoras: of 


BO = Lo? + (2p°)? = \p?+4p° De grafiek van de middens ontstaat uit de grafiek van f door een vermenigvuldiging 
ten opzichte van de y-as met een factor 0,5 
Conclusie: M ligt op de grafiek van y= \\2x 


Lengte AO =3p 
Dus moet opgelost worden p?+4p° = 3p 


vp? +4p° = 3p kwadrateren geeft p?+4p° =9p? dus Bp? - Ap? =0 dus 


Ap? (2-p*)=0 
Dus p =0 (valt af) of p=N2 
Conclusie: p=N2 
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37 Exact, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


38 


39 


2 
De inhoud van het omwentelingslichaam van Wis |= njx? dy 
0 


1 


2 2 
= 2_ 1 4 En | 1 sl“ 1.32 
y=N2x dus x= en dus / zy dy er [Ay] Pi 


4 0 


Conclusie: 25% 
of 


De inhoud is te beschouwen als een limiet van een Riemannsom van horizontale 


cilinderschijfjes. De grafiek van y = 2x ontstaat uit de grafiek van y= \x door een 


vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 0,5. 


Dus de straal van elk schijfje wordt gehalveerd, de oppervlakte van elk schijfje wordt 


dan een vierde deel. 


Dit geldt voor elk schijfje op elke hoogte, dus de inhouden verhouden zich als 1 : 4 


Conclusie: 25% 


Zwaartepunt 


Bereken de oppervlakte van V, de grenzen p en q en druk h uit in x. 
h(x) is de vergelijking van lijn AB, dus h(x) =3 — x 
p=Oenq=3 
oppervlakte van AABC=3:3": > =4 


q 3 


1 
2 
3 
| oc- hloo) dx= | (A3 — 2) del dx=[t Fold) 213-924 


p 0 
dus x,= zE -4,5=1 en omdat x,= y, geldt y, = 1 


Conclusie: zwaartepunt is (1, 1). 


Bereken de oppervlakte van V, de grenzen p en q en druk h uit in x voor de twee delen 


links en rechts van (waarschijnlijk) x = 1. 


grens als à =3 dus als x= 1 
oppervlakte A=1:3=3 


3 
oppervlakte B = Ï dx=[3: In) =3: In3 


1 


1 1 1 
voor het linker deel A geldt: fox 3) dx= [3x dx = k 7e] = 1} 
0 
on 8 0 ” 
voor het rechter deel B geldt: jo 2) dx = [3 dx= [3x] =6 
1 71! 
DE (al _ 2 
Conclusie: x= —amn3 (14+6) Sn 
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Onafhankelijk van n 


Exact, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Grenzen gebied G bepalen en daarna inhoud omwentelingslichaam 
bepalen met I= n (f (x))° dx 


Grenzen: 1x? =x 


2 
Xx? =2x dus Xx -2x=Xlx-2)=0 dusx=0ofx=2 
inhoud = npe dx— zÍ( He) ax = zjxax- ze) dx= 
0 0 0 0 


NE On AD (2-2)- 
zi], zl) =r 3 20/15” 


Gevraagd wordt naar de richtingscoëfficiënt in het punt met x= n, dus naar y‘(n) 


-1,2 2 (m=ä.n= 
yi) == dus y(x) = 5 Xx dus y'(n) = 5 n=2 
Conclusie: richtingscoêëfficiënt is onafhankelijk van n. 


Grenzen bepalen, oppervlakte V bepalen en oppervlakte W bepalen. 
Hoekpunt van Vis P‚(n‚n) dus de grenzen zijn x= O0 en x= n. 


n n 
fd ige A 3 A de 
oppervlakte NE dx a], nen 
oppervlakte V= nan? = an? 
Verhouding oppervlakten Ven Wis ân? ; gnt=2 2 


Conclusie: verhouding van de oppervlakten Ven Wis onafhankelijk van n. 
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3 Exponentiële en logaritmische functies 


Een rij van logaritmische functies 


Voor k= 2, 3, 4, … en voor x > 0 zijn gegeven figuur 
de functies f(x) = Klog(x). 

De lijn x = e snijdt de x-as in het punt E en de 
grafiek van f, in het punt P, 

In de figuur hiernaast zie je de grafieken van 
f, fien f, en daarop de punten P‚, Pz en P,. 
In de punten P,, Pz en P,, … worden de 
raaklijnen aan de grafieken van f,, fz en f,, … 
getekend. 

Bewijs dat al deze raaklijnen door het punt 

(O, 0) gaan. 


Het midden van lijnstuk EP, noemen we M‚, 
Zo ontstaat de rij van middens M‚, M3, M,, … 
De figuur suggereert dat M‚ hetzelfde punt zou kunnen zijn als punt P, 

Toon aan dat elk van de middens M‚, Ms, M‚, … op de grafiek van een functie f, ligt. 


Kettinglijn 


De functie fis gegeven door figuur 


el dx ix 1 
fx) =e? +2e ? +1. 


In de figuur is de grafiek van f, 
een zogenaamde kettinglijn, op 
het domein [O, 6] getekend. 

Punt T is het laagste punt van 
de grafiek en punt A is het 
gemeenschappelijke punt van de 
grafiek met de y-as. 


De x-coördinaat van 7 is 
ongeveer 1,4. 


Bereken exact de waarde van de (0) 
x-coördinaat van 7. 
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Getransformeerde grafiek 


De functies fen g worden gegeven door: 


f(x) = In? +1) en g(x) = in 2e ) 


De grafieken van f en g staan in figuur 1. Ze snijden elkaar in de punten S en T. 


figuur 1 
y 
je 
5 T 
o x 
8 


Lijn / met vergelijking x = p snijdt de grafiek van f in punt A en de grafiek van g in 
punt B. Het punt op lijn / met y-coördinaat 1 noemen we P. In figuur 1 is de situatie 
weergegeven waarbij / rechts van 7 ligt. 

Bewijs dat in deze situatie AP = BP. 


Ook voor waarden van p waarvoor / niet rechts van T ligt, geldt dat AP = BP. 
Hieruit volgt dat de grafieken van f en g elkaars gespiegelde zijn in de lijn met 
vergelijking y = 1. Deze lijn is getekend in figuur 2. 


In figuur 2 is het gebied rechts van de y-as dat wordt ingesloten door de grafieken 
van f en g en de y-as, grijsgemaakt. 


figuur 2 


Dit gebied wordt gewenteld om de y-as. 


5 Bereken exact de inhoud van het omwentelingslichaam. 
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De grafiek van f wordt 2 naar rechts verschoven. In figuur 3 staan de grafiek van f en Natuurl ij ke logaritme 
de verschoven grafiek. 


De grafiek van f(x) = 


heeft een verticale asymptoot. 
figuur 3 1+ 


In) 
y 8 Geef de exacte vergelijking van die asymptoot. (Verklaar je antwoord!) 


9 Bepaal algebraïsch de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt met 


{ x-coördinaat e. 
Wenteling 
o x Gegeven is de functie f(x) = \(In(x). De grafiek start in het punt S(1, 0). 


10 Laat zien dat de grafiek van f in het startpunt S loodrecht staat op de x-as. 


We wentelen de grafiek van f om de x-as. We krijgen dan een omwentelingslichaam. 
Gegeven is dat de inhoud van dit omwentelingslichaam tussen x= 1 en x = a gelijk is 
aan T. 

11 Bereken de exacte waarde van a. 


6 Bewijs dat de twee grafieken elkaar loodrecht snijden. 


Onveranderlijke lengte Oppervlakte 

8 : In de figuur is in een assenstelsel Oxy een figuur 
Voor a > 1 is de functie f, gegeven door: vierkant OABC met zijde 3 getekend. 
Lx)=a: ee Dit vierkant wordt door de grafieken van 


ek - kg 
De grafiek van f, snijdt de x-as in het punt S (In(a),0) . De grafiek van f, heeft één LS NNI NEE 


top: punt 7. De loodrechte projectie van T op de x-as is punt U. 


U ligt links van S op de x-as. Zie de figuur. 4 SHOUdeDISe MOSS dODPHS 


x-as, de y-as, de lijn x = 3, de lijn y = 3 
en de twee grafieken. 

figuur 

y 12 Bereken de oppervlakte V. 

Rond je antwoord af op 2 decimalen. 


De x-coördinaten van de punten U en S zijn afhankelijk van de waarde van a. 
7 Bewijs dat de lengte van lijnstuk US onafhankelijk is van a. 
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Puntsymmetrisch 

In de figuur staat de grafiek van de functie figuur 

fx) = L 
Bewijs dat f een stijgende functie is. 1E 


Los op: 0,999 < f(x) < 1. Geef je 


antwoord in twee decimalen nauwkeurig. re EO Ï B 


De grafiek van f lijkt puntsymmetrisch te 
zijn ten opzichte van het punt (0, 0). 
Bewijs langs algebraïsche weg dat 
inderdaad voor elk getal a geldt: 

f(-a) = — f(a). 


Een symmetrische gebroken functie 


De functie fis gegeven door f(x) = rr. 


Bereken exact voor welke waarden van x geldt: f(x) < zie 


2 
1 +e” 


F(x) = 2x — 2In(1 + e”) is een primitieve van f(x) = 
Toon dit aan. 

Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek van f, de y-as, de x-as en 
de lijn x = In(3). 

Bereken exact de oppervlakte van V en schrijf je antwoord in de vorm In(k). 


%) + fx) 


fi 
Voor elke waarde van x geldt: D) =1. 


Toon dit aan. 


78 OThiemeMeulenhoff 


20 


21 


Wiskunde B vwo 3 Exponentiële en logaritmische functies 


Door de asymptoot 


Voor x > 7 is de functie f gegeven door f(x) = In Dd ) 


De functie g is de inverse van f. 
In figuur 1 zijn de grafieken van f en g getekend. 


figuur 1 


1 + 2e” 
2e 


Er geldt: g(x) = 
Bewijs dit. 

De functie h is gegeven door h(x) = [f(x)|. 

In figuur 2 is de grafiek van h getekend. De grafiek van h heeft een horizontale 


asymptoot. Deze is in de figuur gestippeld weergegeven. 


figuur 2 


” 


De grafiek van h snijdt de horizontale asymptoot in het punt A. 
Bereken exact de x-coördinaat van A. 
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Familie exponentiële functies 


Voor n= 1,2, 3, … is f, de functie 


gedefinieerd door f(x) = en 


In figuur 1 zijn de grafieken van f, tot en 
met f; getekend. 


Voor elke n raakt de lijn met vergelijking 
y= Es “Xde grafiek van f,. 


De volgende vraag gaat over deze 
eigenschap als n = 2. 


Bewijs dat de lijn y = 5 " xraakt aan de 


grafiek van f(x) = ez 


lis de lijn met vergelijking y = 4. 

G, is het gebied dat wordt ingesloten 
door de y-as, de grafiek van f, en de lijn /. 
Zie figuur 2. 

Bereken de exacte waarde van de 
oppervlakte van G,. 


De lijn met vergelijking y = 3 snijdt de 
grafiek van de functie f, in het punt S,, en 
de y-as in het punt S,. Zie figuur 3. 
Bewijs dat voor elke n het lijnstuk SS, 
even lang is als het lijnstuk S‚S.. 


Voor elke n is G, het gebied dat wordt 
ingesloten door lijn /en de grafieken van 
f, en fous. 

Toon aan dat voor alle n= 1, 2, 3, … de 
oppervlakten van G, gelijk zijn. 
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figuur 2 


y 


figuur 3 
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Verzameling toppen 
In(kx) 


Gegeven zijn de functies f(x) = nn met k # 0. 


Neem k= 1. 
Bereken exact de coördinaten van de top van de grafiek van f, 


Voor elke waarde van k # 0 heeft de grafiek van f, één top. 
De top van de grafiek van f, ligt op de kromme met vergelijking y ==. 
Bewijs dat voor elke waarde van k # 0 de top van de grafiek van f, op de kromme 


y= } ligt. 


De waarde van k wordt zodanig gekozen, dat de grafiek van f, de lijn y = 1 snijdt in de 


punten A en B. De lengte van het lijnstuk AB hangt af van de keuze van k. 
Wat is de kleinste gehele waarde van k waarvoor de lengte van AB groter is dan 2? 
Licht je antwoord toe. 


Onafhankelijk van a 


Voor elke positieve waarde van a is een functie f, gegeven door f(x) = (1 — ax) : e”* 
en een functie F, gegeven door F(x) = x : e”®* 


De functie F, is een primitieve functie van f,. 
Toon dit aan. 


De grafiek van f, snijdt de x-as in punt AGL, 0) en de y-as in punt B(O, 1). 
Zie de figuur. 


figuur 


De grafiek van f, verdeelt driehoek OAB in twee delen. 
Bewijs dat de verhouding van de oppervlakten van deze twee delen onafhankelijk is 
van a. 
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Symmetrisch gebied 


De functie f wordt gegeven door f(x) = FE 


De grafiek van f is symmetrisch ten opzichte van de y-as. 


Gegeven is p‚, met p > 0 . In de figuur is het gebied dat wordt ingesloten door de 
grafiek van f, de x-as en de lijnen met vergelijking x = —p en x = p grijs gemaakt. 


figuur 


y 


0) Xx 


De oppervlakte van dit gebied noemen we A(p). 


d 


Een primitieve F van f wordt gegeven door F(x) = 7 


2 
eP + 1 


Er geldt: A(p) = 1 — 

Bewijs met behulp van de gegeven primitieve functie dat inderdaad geldt: 
2 

APS TPt 

Als p onbegrensd toeneemt, nadert A(p) tot een limietwaarde L. 


Er is een waarde van p waarvoor A(p) de helft is van L. 
Bereken exact deze waarde van p. 


Medicijn in actieve vorm 


Sommige medicijnen kennen een passieve en een actieve vorm. Ze worden in 
passieve vorm ingespoten en door het lichaam omgezet in actieve vorm. 


De hoeveelheid medicijn in passieve vorm, in milligram, die tuur na inspuiten nog niet 
is omgezet in actieve vorm, noemen we p(t). Als 25 mg wordt ingespoten, geldt de 
volgende formule: 

p(t)=25 et"! 


Hierbij is k een positieve constante waarvan de waarde afhangt van het type medicijn. 
Hoe groter k, hoe sneller het medicijn in passieve vorm wordt omgezet in actieve 
vorm. 
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Om de werkzaamheid van het medicijn te onderzoeken, meet men hoe lang het duurt 
tot 99% van de hoeveelheid medicijn in passieve vorm is omgezet naar medicijn in 
actieve vorm. Deze tijdsduur f‚o hangt af van k. 

Druk fg uit in k. 


Het medicijn in actieve vorm wordt door de lever afgebroken. De omzetting van 
medicijn in passieve vorm naar medicijn in actieve vorm en de afbraak van medicijn in 
actieve vorm vinden gelijktijdig plaats. 


Een patiënt krijgt een injectie met een dergelijk medicijn. De hoeveelheid medicijn in 
actieve vorm, in milligram, die t uur na inspuiten in het lichaam zit, noemen we a(t). 
Voor a(t) geldt: 


alt) = 25(et1"t_e04 ij 


In figuur 1 is de grafiek van a getekend. 
figuur 1 


A max) 


Ó 


Het maximum van a noemen we aa. Dit maximum wordt aangenomen op tijdstip fax. 
Bereken f…, met behulp van differentiëren. 


Als maat voor de tijdsduur die een medicijn werkzaam is, wordt gekeken naar de 
zogenoemde FWHM (Full Width at Half Maximum). Dat is de breedte van de piek 

in de grafiek van a ter hoogte van + Amax Anders gezegd: de FWHM geeft aan hoe 
lang de hoeveelheid medicijn in actieve vorm in het lichaam minstens 50% is van de 
maximale hoeveelheid a. 

In figuur 2 is de FWHM aangegeven. 

figuur 2 


A max 


Bereken de FWHM in uren nauwkeurig. 
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De formule van Gompertz 


Verzekeringsmaatschappijen en pensioenfondsen maken bij het berekenen van de 
premies en uitkeringen een schatting van de levensverwachting van verzekerden. 
Daarbij wordt vaak een formule gebruikt waarvan de vorm gebaseerd is op de 
resultaten van een onderzoek uit 1825 van de verzekeringswiskundige Benjamin 
Gompertz (1779 - 1865). 


Voor een levensverzekering die op een leeftijd van 40 jaar afgesloten wordt, 
hanteerde een verzekeringsmaatschappij in de 19e eeuw de volgende formule van 
Gompertz om het percentage nog levende verzekerden met een bepaalde leeftijd te 
schatten: 


P(E) =119: 00161-20551 


Hierin is > 40 en geeft P(f) aan welk percentage van de mensen die zo'n verzekering 
afsloten minstens f jaar oud wordt. 


Bereken hoeveel jaar na het afsluiten van de levensverzekering volgens deze formule 
de helft van de polishouders is overleden. 


De gegeven formule is ook te schrijven in de vorm P(t) = 100 - e”-20161-e!5 
Bereken langs algebraïsche weg de waarde van m. Rond je antwoord af op twee 
decimalen. 


De algemene formule van Gompertz heeft de vorm P(t) = a: e t°“ met positieve 
waarden van a, ben k. 


Een eigenschap van deze algemene formule is: 
P'(t) 
e=: 


P(t) 


kt 


Hierin hangt de waarde van c af van de waarden van b en k. 
Druk c uit in ben k. 


Hoogwaterstanden 


Onder invloed van de maan ontstaan eb en vloed. Een periode van eb en vloed duurt 
12 uur en 25 minuten en de hoogste waterstand gedurende zo'n periode heet een 
hoogwaterstand. Elke periode van eb en vloed levert dus één hoogwaterstand op. 


Om in te schatten hoe groot de risico’s bij hoogwaterstanden zijn, stelt men op grond 
van een groot aantal metingen een formule op. Deze formule is van de vorm 

f(h) = 10*#7, met a en b constanten. 

Hierin is h de hoogte in meters boven NAP en f(h) het gemiddeld aantal keren per 


jaar dat een hoogwaterstand de waarde van h overschrijdt. 


In Hoek van Holland geldt voor hoogwaterstanden tussen 0,9 m en 2,5 m boven NAP: 
a=43enb=1,9. 


Bereken welke waarde van h volgens de formule gemiddeld één keer per jaar wordt 
overschreden. Rond je antwoord af op één decimaal. 
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Als de zeespiegel, en daarmee ook de hoogwaterstanden, 0,1 m zou stijgen, zou dit 
leiden tot een groter gemiddeld aantal keren per jaar dat de waarde h = 2,5 in Hoek 
van Holland wordt overschreden. 

Bereken hoeveel keer zo groot dit gemiddeld aantal keren zou zijn. 


Metingen tonen aan dat de waarden a = 4,3 en b = 1,9 voor h > 2,5 tot te kleine 
waarden van f(h) leiden. Men vermoedt dat een hoogwaterstand van 3,9 meter 
boven NAP, zoals bij de watersnoodramp in Zuidwest-Nederland in 1953, gemiddeld 
ongeveer eens per 100 jaar voorkomt. 

Volgens de formule zou dat maar eens per 1288 jaar zijn. 


We zoeken daarom nieuwe waarden voor a en b, die aan de volgende voorwaarden 

voldoen: 

— h=2,5 levert dezelfde waarde van f(h) op als met de oude waarden voor a en b 
het geval was; 

— h=3,9 levert voor f(h) de waarde 0,01 op. 

Bereken de nieuwe waarden van a en b. Rond deze waarden af op één decimaal. 


Helderheid van sterren 


Aan de sterrenhemel bevinden zich heldere en minder heldere sterren. De helderheid 
van een ster werd in de oudheid reeds aangegeven met een getal, de magnitude van 
de ster. Zeer heldere sterren kregen magnitude 1. Nauwelijks zichtbare sterren kregen 
magnitude 6. Een kleine waarde betekent dus een grote helderheid. In deze opgave 
is m de magnitude. 


Tegenwoordig meet men de hoeveelheid licht die van een ster wordt ontvangen. 
De helderheid van een ster wordt dan vaak uitgedrukt in lux (een eenheid voor 
verlichtingssterkte). In deze opgave is L de helderheid in lux. 


In de tabel staan voor een aantal helderheden de waarden van m en L. 


tabel 


m 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 
L 1,0-.10® | 40-107 | 1,6-107 | 63-10 [ 25-10 | 1,0-10® 


Tussen L en m bestaat een exponentieel verband van de vorm L = 10P"97, 
Leid uit de tabelgegevens bij m = 1,0 en m=6,0 af datp =—5,6 en q=-04. 


Voor L geldt dus: L = 10 6-04m, 


In het sterrenbeeld Steenbok bevindt zich een optische dubbelster: twee sterren die 
met het blote oog als één object worden waargenomen. Na meting blijkt dat voor de 
ene ster geldt m = 4,30 en voor de andere ster m = 3,58. De waarde van L van de 
optische dubbelster is de som van de L-waarden van de afzonderlijke sterren. 
Bereken de magnitude van de optische dubbelster. Rond je antwoord af op één 
decimaal. 
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L is omgekeerd evenredig met het kwadraat van de afstand x (in meters) van de ster 


tot de aarde: L = 5 waarbij C een constante is. 


Er geldt het volgende verband: 
m(x) = —14,0 — 2,5log(C) + 5,0log(x) 


Bewijs dit. 


Momenteel is de afstand x van de ster Aldebaran tot de aarde 6,3 - 10°” meter. 
Deze afstand neemt toe met 1,7 - 10°? meter per jaar, dus En =1,7: 107 m/j. 


Door deze verwijdering verandert ook de helderheid van de ster en dus ook de 
magnitude m. 

De snelheid waarmee m verandert kan worden berekend met de afgeleide van m als 
functie van de tijd f (in jaren). 

Voor deze afgeleide En geldt: 


dm _dm dx 
dt — dx df 


Bereken met behulp van differentiëren de snelheid waarmee de magnitude m van 
Aldebaran op dit moment verandert. 
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HINTS 


Hints bij hoofdstuk 3 


Raaklijn y= ax + b bepalen voor x= e. 

Het gaat om twee verschillende grafieken, dus twee verschillende waarden k. 
Top, dus bereken algebraïsch f(x) = 0. 

Als AP = PB dan geldt y‚—1 =1 — ys 

Gegeven is dat het grijze gebied symmetrisch is in de lijn y= 1. 

De inhoud =2: zjxay. 

fwordt 2 naar RE verschoven, bepaal eerst de vergelijking van deze functie. 


Loodrecht snijden. Dus bepaal het snijpunt en daarna de richtingscoëfficiënten van 
de raaklijnen in dit snijpunt met behulp van de afgeleiden. 


Alleen x,, hoeft berekend te worden, want de coördinaten van S zijn gegeven. 
Verticale asymptoot, dus noemer = 0 

Raaklijn y= ax + b bepalen voor x= e. 

Loodrecht op de x-as, dus de rc van de raaklijn moet verticaal lopen. 

Maak gebruik van de formule fino) dx = [xIn(x) — x] 


Bereken en twee decimalen, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is 
toegestaan. 


Stijgend, dus toon aan dat f'(x) voor elke waarde positief is. 


Los op en twee decimalen, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is 
toegestaan. Splits de ongelijkheid op in twee delen. 


Laat zien dat f(—a) = -f(a). Maak bijv. gebruik van kruislings vermenigvuldigen. 
Maak een vergelijking of ongelijkheid en los deze algebraïsch op. 
De afgeleide van F(x) moet f(x) opleveren. 


Oppervlakte berekenen, dus gebruik de gegeven primitieve. Gebruik de 
rekenregels voor logaritmen. Maak een schets van de situatie. 


Bedenk wat f(—x) betekent. 


Inverse dus bewijs f(g(x)) = x of spiegel fin de lijn y= x (dus verwissel in de 
formule de xen de y) en bewijs dat dit g wordt. 


Herschrijf de formule eerst zonder absoluutstrepen en bereken de horizontale 
asymptoot. 


Raken dus f(x) = glx) en f{x)= g{x). 


Maak een schets. De gevraagde oppervlakte = oppervlakte rechthoek — oppervlakte 
onder de grafiek van f. 

Er wordt gevraagd naar de lengte van een horizontaal lijnstuk. y = 3 snijden met f, 
en ook met f,, geeft de x-coördinaten van de snijpunten uitgedrukt in n. 


Maak een schets ter verduidelijking van de vraag. 


Exact, dus de grafische rekenmachine is niet toegestaan. Top dus f'(x) = 0. 
Gebruik de quotiëntregel. 


Top dus f'(x) = 0 bepalen. Druk de coördinaten van de top uit in ken controleer of 
de top op de gegeven kromme ligt. 
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Neem als voorbeeld een waarde voor ken bepaal met de grafische rekenmachine 
de lengte van AB. Probeer nog een paar waarden voor ken zoek met insluiten de 
kleinste gehele waarde voor k. 


F, is een primitieve van f, dus andersom geldt: de afgeleide van F‚ moet gelijk zijn 
aan f‚ 


Het gaat om de verhouding van de twee oppervlakten. Bereken de oppervlakte 
van het deel onder grafiek met behulp van de primitieve van het vorige onderdeel, 
daarna oppervlakte van het deel boven de grafiek met behulp van een driehoek. 


Maak gebruik van de gegeven primitieve F(x). De opgave is eenvoudiger te bewijzen 
als ook gebruik gemaakt wordt van de symmetrie. 


Bereken eerst de limietwaarde L. Bedenk welke vergelijking opgelost moet worden. 


Bij tg is er 99% omgezet in actieve vorm. Let op: p(t) is de formule voor de 
passieve vorm. Ga na welke vergelijking opgelost moet worden. 


Bereken eerst de afgeleide. Ga na welke vergelijking opgelost moet worden. 


Bepaal eerst de maximale waarde. Ga na welke vergelijking opgelost moet 
worden. Het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan. 


Bedenk welk percentage minstens t jaar oud wordt. Maak een vergelijking en los 
deze op. 


Maak een vergelijking en los deze algebraïsch op. Gebruik de rekenregels. 
Bepaal de afgeleide en het quotiënt. Gebruik de kettingregel. 


a, ben f(h) zijn bekend. Vul deze waarden in de formule in en los de vergelijking 
op. 

Vergelijk het aantal overschrijdingen van h= 24 (vóór de stijging) met het aantal 
overschrijdingen van h= 2,5 (ná de stijging). 


Bereken eerst f(2,5) met de oude waarden voor a en b. Gebruik deze uitkomst en 
f(3,9) = 0,01. 


Maak een stelsel van vergelijkingen door uit te gaan van de tabelgegevens bij 
m= 1,0 en m= 6,0. 


Bereken eerst bij de gegeven m waarden de bijbehorende L waarden. Wat wordt 
nu de L waarde van de dubbelster? 


Maak gebruik van de rekenregels van logaritmes. 


Gebruik de gegeven formule voor m(x) en bedenk dat C een constante is. 
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Uitwerkingen bij hoofdstuk 3 


Rij van logaritmische functies 


raaklijn y = ax + b, dus f(x) en f(x) bepalen voor x =e. 


_k 5 _k _In(e) 1 : 1 
fx) =“loglx) dus y= f,le) = “log(e) = In = In(B dus raakpunt is (e, mm 
î Sel fr _ 1 
ETT dn TTT 
1 n : en nr A 
(e, me) invullen in raaklijn ETD X+ b 
dl L +b dus — __4pb dusb=0 


In(k) Ink) 
1 
e In(k) 


In() — eIn(d © 


vergelijking raaklijn wordt y = 


X 


Conclusie: al deze raaklijnen gaan door (0, 0) 


Het midden M,, van EP‚‚ uitdrukken in k,‚. Onderzoek of er een andere k is zodat M op 
de grafiek van f, ligt. 


Eis (e, 0) en P‚ is (e, “log(e)) dus M, is (e ; 0,5 - “log(e)) 
M, is (e;0,5- “log(e)) invullen in f(x) =log(x) dus 0,5: “log(e) = “log(e) 


„log(e) _ log(e) 05 1 : n zó 
8 Wapen toate ma de TE 
dus k,=kf. 


Bijv. voor P‚ = (e‚log(e)) geldt M;=(e ; 0,5: 3log(e)) ligt op f(x) = °log(x) 
Conclusie: elk van de middens ligt op de grafiek van een functie f,. 


Kettinglijn 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: top, dus differentiëren en gelijkstellen aan 0. 


eerste methode: 


lar Del vi be lek: Klee 

fx) = ze +2e + 1 dus f'(x) = ze? + „2e =ge e 
1 1 1 1 
Top als f'(x) = je” e 2“ =0 dus je” ze? 
4 

Beide zijden vermenigvuldigen met e?“ levert ze =ef=1 
Dus e*”= 4 
Conclusie: x= In(4) 
tweede methode: 

=le 42e 411 od l.leal.2ef leef 
fx) = je +2e +15 dus f'(x) => ze? + 72e =7e e 

LE 1 1 

Top als f'(x) = je” e 2“ =0 dus e(i- e”) =0 

1 1 1x n 
Dus -—_; =O (en e” = 0 kan niet) 

e 

11 Hi 
Dus ‚= 07 dus e*=4 
Conclusie: x= In(4) 
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Getransformeerde grafiek 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: P(p‚ 1), als AP = PB dan y‚ — 1 = 1 — Yg. Genoemd worden de punten A en B, 
bepaal hun coördinaten. Let op rekenregels met logaritmen. 

eerste methode bewijs y‚ — 1 = 1 — ya: 


P(p, 1) en ya = f(p) =In(p? +1) en ya= 90 =In( e ) 
p+1 


Omdat AP = PB moet gelden y‚-1=1-—yg Controleer dit. 


2 
Ya-1=lIn(p?+1) -1en1-ys =1- Inf 5 ) 
p° +1 


2 2 
Er moet dus gelden In(p?+1) -1=1-In e dus In(p2+1) +In( £ =2 
p?+1 p?+1 


2 
Omdat Inet de Ee )) =In(e?) = 2 geldt dus y‚- 1 =1-— ys 
p?+ 
Conclusie: AP = PB 


tweede methode bewijs BP = AP: 


P(p, 1) en ya = f(p) =In(p? +1) en ya= 90) =In( EL ) 
p+1 


Omdat AP = PB moet gelden y‚-1=1-—yg Controleer dit. 


2 


PB=t-In Sr) =t-tintef)-In(pt+ ID) (2 In(p7+ 1D) 1 In pre e 
p°+ 


In(p?+1)-1=AP 
Dus y‚-1=1- ys 
Conclusie: AP = PB 


derde methode met P is het midden van A en B: 


P(p, 1) en ya = f(p) =In(p? +1) en ya= lol =In( En ) 
p+1 


De y-coördinaat van het midden van de punten Aen B moet 1 zijn, dus moet gelden 


flp) + glp) 


) =1 Controleer dit. 


2 
In(pt+ 1) +In( 2 ) 
p+1 


Dus moet gelden 


npt + Inl En ) noten ( 5 )) 
Omdat gat = geel _ Inte) _2 


2 2 2 27 


dus fp) : gp) _ ' 


Dus de y-coördinaat van het midden van de punten A en Bis 1 
Conclusie: AP = PB 
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: f en g zijn elkaars gespiegelde in de lijn y = 1. Wentelen om de y-as dus gebruik 


fi 
inhoud = 2-nfx?dy 
0 
f(x) = In(x2+1) dus y= In(x?+1) dus e”-1 = x? 
1 1 
Inhoud onderste helft =rjxdy= njle’-1)dy= ne’ — yl; =n((e—1) — 1) 
0 0 


= n(e—2) 
Conclusie: Inhoud, = 270: (e — 2) 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: twee naar rechts verschoven, dus stel f‚ op. 

Snijden, dus los op f= f‚ (levert op x = a). Richtingscoëfficiënt dus f'(a) en f‚‘(a) bepalen. 
Loodrecht, dus product moet —1 zijn. 


fx) = In(x2+ 1) en £(x) = In((x-— 2)? + 1) 
Snijden dus In(x?+ 1) = In((x-— 2)? +1) dus x?+1 = (x- 2)? +1 dus 


xal=x?-4x+4+1 dus 1 = -4x+5 dus snijden bij x= 1 


Richtingscoëfficiënt dus f'(x) = 2X_ en 60) = En (kettingregel) 
x2+1 (x- 2)? +1 
Richtingscoëfficiënt als x= 1 is dus f'(1) = Sn ï =1en 
+ 
î 2(1=2) —2 
LUI) == eel 
2) (1-2)? +1 2 


Conclusie: het product van de twee richtingscoëfficiënten is —1, dus de grafieken 
snijden elkaar loodrecht. 


Onveranderlijke lengte 


Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Gevraagd wordt xs — Xj. Aangezien xs bekend is, hoeft alleen x‚, berekend te worden. 
Xy = Xrop en bereken Xr, exact met behulp van de afgeleide van f(x) 


fx) =are*—e” dusf',(x)=are*-2-e* 
Xrop berekenen: a: e“—2: e“*=0 duse“(la-2:e*)=0dusa-2-e*=0 
(want e“# 0) 


Duse” = ee en Xrop = In(£) 


3 
Dus x= Xrop = In(£) en Xs = In(a) dus 
Xs xy = In(a) -In(£) = In(a) —(In(a) —In(2)) = In(2) 


Conclusie: de lengte van lijnstuk US is onafhankelijk van de waarde van a. 


Opmerking: andere methoden om xs — xj te berekenen zijn: 


Xs Xy = In(a) —In(£) =In(a) — (in(a) +In(5)) n =In( ) =In(2) 


1 
2 
Xs Xy = In(a) -In(£) =In(a) -In(Ja) = uee = je) =In(2) 
2 


OThiemeMeulenhoff 91 


UITWERKINGEN Examenbundel 2022 | 2023 Wiskunde B vwo 3 Exponentiële en logaritmische functies UITWERKINGEN 


Natuurlijke logaritme 11 Gevraagd wordt voor welke waarde van a geldt: 
a a a 2 a 
8 Inhet geval van een verticale asymptoot geldt: noemer van quotiënt is gelijk aan O zy? dx= |l flx))? dx = z[(\ino)) dx = dl In(x) dx = 7 
n 1 n oe EV 1 1 1 1 1 
MAS In) — Ods nb t AUSESE e Primitieve van In(x) is x- In(x) — x dus 
f(x) 
B EE à 
Conclusie: asymptoot bij x= e"| = zin n(x) dx= 7 « [x- In(x) — x= n:(a:In(a)-a+1) 1 
Ga na dat 
lim L = 1 dus de grafiek heeft perforatie in (O, 1) n:(a:In(a)-a+1)= 
x0 a:In(a)-a+1=1 je 
In(x) a: (In(a)-1)=0 dus a=0 (vervalt) of a=e 
lim mia 0 dus de grafiek heeft perforatie in (1, 0) GONRNSE A 
In(x) 
lim L an 1 dus de grafiek heeft horizontale asymptoot y = 1 Oppervlakse 
In(x) 12 Twee decimalen, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan. 


Er is bekend: y =In(x) snijdt de x-as in x= 1 en snijdt de lijn x= 3 (lijnstuk AB) in 
= In(3). De oppervlakte van het witte deel rechtsonder is nu te berekenen. De oppervlakte 
van het witte deel linksboven is even groot. 
3 


9 Raaklijn y= ax+ b bepalen. 
Dus a bepalen met f'(x) dus a = f‘(e). 
b bepalen behulp van het raakpunt (e, f(e)) 
oppervlakte witte deel rechtsonder = jinoa dx = 1,2958 


5 1 E a í 
fo) = 14 En (1 ii mep grafische rekenmachine 
Ino 71-84: druk op MATH, kies hier 9: fnint( voer in (functie, variabele, 
ï 5 zo 5 ondergrens, bovengrens) 
Aen -(1+ me ) In X Ketangragen CASIO: in RUN-menu druk op knop OPTN kies optie CALC film Kele se EOSBZEBEE 
Conclusie: oppervlakte gevraagde grijze deel = 
f'(e) = (1+ ml) (inter? L= tet)? tt Led 3-8 24 1,205B 6,4 
ie 5 5 ie Antwoord kan ook gevonden worden met behulp van 
dus raaklijn: y= J--x+ ben nu de b bepalen met behulp van het raakpunt (e, E). E 3 MEREN [Ee 
4e 2 fino) dx = [x In(x) — xl 
EE sk À 
dus nn” e+bdusb= 7 
Conclusie: vergelijking raaklijn is y = PIN : xt EENES 
13 Alseen functie overal stijgend is dan is de afgeleide overal positief zijn. Bepaal dus eerst 
Wentelin de afgeleide van f(x). 
9 fis een gebroken functie dus gebruik de quotiëntregel om f’ te bepalen. 
10 De richting van de x-as in het punt S(1, 0) is 0. We moeten dus laten zien dat de grafiek Noem: Tx) =e“- 1 en Mx) =e” +1 
van f verticaal vanuit het punt S(1, 0) vertrekt. n 
Bepaal dus f'(1). f'(x) = Florens nd NGO 
(Mx) 
ene ais dees 
X__2lln(x) e“:(e'+1)-(e“-1):e“ erer-e”+er_ 2e” 
4 4 (e*+1)? (e*+1)? (ex+1)? 
f'(1) = Ek Zin — oo bestaat niet, dus loopt de grafiek van f verticaal. telle ete0 dus detsd 
De x-as loopt horizontaal. noemer: e“*>0 duse*+1>1 dus (e“+1)?>1 


Conclusie: teller en noemer van het quotiënt zijn beide voor elke x groter dan nul, 


BAN RISHE EAS NEN PERSE DOOI ENKOR ARE, dus is het quotiënt voor elke x groter dan nul, dus is f een stijgende functie. 
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14 Twee decimalen, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan. 18 Oppervlakte berekenen, dus de gegeven primitieve gebruiken. Gebruik de rekenregels 
0,999 < f(x) < 1 splitsen in 0,999 < f(x) en f(x) < 1 voor logaritmen. Maak een schets van de situatie. 
Voor welke x geldt: 0,999 < f(x) ha, 
Xx _É ms 9. xy] In(3) — 5 Er In(3) =t=Ds 0 
0,999 « ©°-1 qus [ Ter dx [2x-2:In(1+e*)]5 (2-In(3)-2-In(1+e"“!)) -(—2:In(1+e°)) 
e“+1 0 
0,999(e* + 1) <e* —1 dus —0,001e* <-1,999 (2- In(3) — 2 In(4)) -(-2-In(2)) = In(32) — In(4°) + In(2?) = In(9) — In(16) + In(4) = 
e“> 1999 dus x> In 1999 
X> 7,60 (x= 760 mag ook met de grafische In(&#) el In(3) 
rekenmachine bepaald worden) B 16 / 4 
Voor welke x geldt: f(x) < 1 of via andere tussenstappen 
Voor elke x geldt: e“* — 1 <e* + 1 dus tee ee 2 _ 5 
de teler ie enerdän de noemen HE KOOG _=000 (2-In(3) —2-In(4)) -(—2-In(2)) = 2-In(3) —2-In(2°) +2: In(2) = 2-In(3)-4- In(2) +2 In(2) = 
Het quotiënt is dus altijd kleiner dan 1. 2:In(3)-2:In(2)=2- In(3) n In(3) 


Ane A00 Let op: het antwoord moet in de vorm In(k) geschreven worden. 
n …. s a) — - 5 Cc) — ä Hi — == jl 
is: Pioewshemierermoot disdeldendatilalerú Gebruikt zijn de rekenregels: In(e®) =a; aIn(b°)=c:a:In(b) en In(a) — In(b) = In( 5) 


Vul a en —-a in en kijk of de gelijkheid f(-a) = -f(a) klopt. 8. Bedenk wat flad betekent 


e= _ _ef-1 en e , x x x 
EES TE kruislings vermenigvuldigen fx) = 2 — en fl-x) = 2 e= 22. 8 ee = ze 

1+e 1+e Tad jad ee” el 1+e 
(e°— 1(e* + 1) = l0° — 1)" + 1) 
0 A ei]=--el- ef —â „a …aX De 
ie = aen Re kien: dike hed oade 1 SE Des 7 En E Be E 
Conclusie: fl—a) = -f(a) 

Conclusie: El Ax Sl 


Een symmetrische gebroken functie 
Door de asymptoot 
16 Exact, dus grafische rekenmachine mag niet gebruikt worden. Ga na welke vergelijking 
opgelost moet worden. 20 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: gebruik voor het aantonen van inverse functies óf f(g(x)) = x óf verwissel in de 
Haer 100 kruislings vermenigvuldigen geeft 200 =1 +e* het functievoorschrift van f(x) de x en y en herleid deze formule op y. 
eerste methode toon aan f(g(x)) = x: 
dus e“= 199 dus x= In(199) Ga na flg(x)) = x e 
Vervang de x in f(x) = In( De ) door +28 
X+2 2e” 


2 1 


MEEL etn 


Een plot van f(x) levert een dalende grafiek 


Conclusie: x > In199 H=ELOGEES Y=,hlkûh20E 


2+4e* 2-e*_ be” 
2-e* 2-e* 2-e* 


2x- 1 wordt dan dus (2e) — 1, herschrijven tot 
Let op: grafische rekenmachine mag wel gebruikt worden om de grafiek van f(x) te plotten. Ei 


X+ 2 wordt dan Leie + 2, herschrijven tot Leie +2= Leie - TSE SS 5 z 
17 De afgeleide van F(x) moet f(x) opleveren. De afgeleide van In(x) is EI Gebruik de . a, oe =8 = B 
kettingregel. % ( se ) 
2-e') _ be” 2-e”_ be” zer 
F(x) = 2x-2In(1 +e*) ( 5 ) 2-e” 5 5 
2-e* 
Fol-2- Agt 2:(l+e*) 2.e* _ 24+2-e*-2-e* 
1+e* 1 1+e* 1+e* 1+e* 1+e* Dus geldt f(g(x)) = In(e”) = x. 
TA EE = f(x) dus F(x) = f(x) Conclusie: g is de inverse van f. 


Conclusie: F(x) is een primitieve van f(x) 


94 OThiemeMeulenhoff OThiemeMeulenhoff 95 


UITWERKINGEN 


21 


Examenbundel 2022 | 2023 


tweede methode verwissel in de functie van f de xen y (spiegelen in de lijn y = Xx) en 
herschrijf tot y= …: 


2y-1 22 
Herleid x= In ard ) op y 
2y-1 x_ 2y-1 … Ee E 
x= In dus e”= herschrijf de breuk zodat er maar één y overblijft 
y+2 y+2 
2y-1 _ 4425, 5 
Y+2  y42 y+2 
EE: B Ae EE: _ 
dus e*= 2 Tan dus 42 2-e“ dus y+2 DPS, dus y DES; 2 dus 
__5 _4-2e*_1+2e* _ 
VSD Zee 2-8 bd 
Conclusie: g is de inverse van f. 23 
derde methode verwissel in de functie van f de x en y (spiegelen in de lijn y =x) en 
herschrijf tot y= …: 
: 2y-1 
Herleid x= In de ) op y 
x= In zl dus e”= did kruislings vermenigvuldigen geeft 
y+2 2 
(y+2)-e“=2y-1 dus y-e‘+2:e“=2y-1 dus y-e“-2y=-1-2:e‘dus 
yle“-2)=-1-2:e” 
_-1-2e* 1+2e* 1+2:-e* 
Ver Te 2e = gd 24 
Conclusie: g is de inverse van f. 
Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: schrijf het functievoorschrift van h(x) zonder absoluutstrepen. Stel de 
vergelijking van de asymptoot op en bepaal het snijpunt met h(x). 
Functievoorschrift rechter deel h(x) = in( aes )l = In( el ) 
X+ 2 X+2 
Functievoorschrift linker deel 25 


noten er (B) onl) 
2x-1 _ Ux+2) 5 zis 


= = naar 2 
X+2 


5 
voor grote waarde van x gaat 2 — 
X+2 X+2 9 9 X+2 


dus voor de horizontale asymptoot* van h geldt y = In(2) 


X+2 \ 
Beni ) = In(2) dus 


Voor A geldt: In( =2dusx+2=4x-2 


Xt 2 ” 
x-1 


2 


Conclusie: x‚ = ES 


“Opmerking: horizontale asymptoot is ook te berekenen met 


ded _ 
imin( 25) =liminf <2] = Ine) = In(2) 
X—eo X+ 2 Xa 1 +2 1 +0 


X 


Opmerking: in deze opgave is het resultaat van de vorige opgave niet gebruikt. 
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We moeten bewijzen dat de grafiek van lijn y =S  xde grafiek van f‚(x) = e? raakt. 


Familie van exponentiële functies 


Dat wil zeggen dat de twee grafieken in hetzelfde punt dezelfde richting hebben. 


Er geldt: e? = 5% (want raakpunt) en ze? = n (want dezelfde richting) 


De vergelijking Le? 
yen f(x) dezelfde richting 


= Ee oplossen geeft:e? =e dus 5 =1 dus als x= 2 dan hebben 


Kijk nu of de twee grafieken door hetzelfde punt (2, y) gaan. 
2 
rechte lijn: y=jy=5"2 ze en £,(2)=e?=e 


Conclusie: de lijn raakt de grafiek van fin punt (2, e) 


De oppervlakte van G, is gelijk aan de oppervlakte van de rechthoek OABC min de 
oppervlakte van het witte deel. De oppervlakte van het witte deel is exact te bepalen met 
behulp van een integraal. We moeten dan eerst de bovengrens, de x-coördinaat van B 
berekenen. 


x-coördinaat van het snijpunt van de grafiek van f, en de lijn / 


e“*=4 dus x= In(4) 
In(4) en 
Oppervlakte wit = [ e“ dx= [e”] Ee \z4-1=3 
0 
Oppervlakte rechthoek OABC = 4 : In(4) 
Conclusie: oppervlakte Gj = 4: In(4) - 3 


Er wordt gevraagd naar de lengte van een horizontaal lijnstuk. 
Ga na S,= (0,3) en S, = (In(3),3). 
De x-coördinaten van de snijpunten S, en S,,, moeten bepaald worden. 


Voor snijpunt S,geldte" =3 dus e*=3" dus x= In(3")=n:In(3) 


geldt er! =3 dus e*=3"*| dus x= In(3"*!) = (n+1)- In(3) 
De horizontale afstand tussen S,en S,,, is dus (n+ 1): In(3) -n- In(3) = In(3) 
Conclusie: de horizontale afstand tussen S, en S,, is voor elke x even groot. 


n+1 


Voor snijpunt S, 


n+1 


Gevraagd wordt de oppervlakte tussen lijn |: y= 4 en de twee grafieken van f‚ en f‚‚‚ te 
bepalen. Gebruik een schets zoals hieronder. 
opp. G = opp. OLMC — opp. R — opp. P moet berekend worden. 
De x-coördinaten van de punten M en punt N zijn hierbij nodig. 
De x-coördinaat van M: e"! =4 dus e“*=4"*! dus x= In(4"*!)= (n+1)- In(4) 
De x-coördinaat van N: er =4 duse”*=4" dus x=In(4")=n- In(4) 
oppervlakte G = oppervlakte OLMC — oppervlakte P-— oppervlakte R 
4 
®) K L ®) K 
x=nin(4) X=ln+1)In(4) x=nin(4) 
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nln(4) x 
oppervlakte P = oppervlakte OKNC — oppervlakte Q = n:In(4) : 4 — [ en dx 


0 
nin(4) x 


xj nin(4) nin(4) 
Ì In(4) 


oppa= | e" dx=[n-erl, =n:e an -n-1=n-e 
0 


-n=4n-n=3n 


dus geldt oppp=4" n" In(4) -3n 


(nt)in(4) _x_j (n+1)In(4) (n+1)In(4) 
OPPR= [ en dx= [in ert|, =(n+tlje M7 _ —(n+1):1= 
0 


(n+ 1e _(n+1) =4ln+1)-(n+1) =3(n+1) 
oppervlakte OLMC = (n + 1) - In(4) : 4 = 4l{n + 1)-In(4) 
oppervlakte G= 4ln + 1): In(4) - (4: n: In(4) -3n) -3(n + 1) =4: In(4) -3 


Conclusie: de oppervlakte van G, is steeds gelijk aan 4 - In(4) - 3 en dus onafhankelijk 


van n. 


Verzameling toppen 


Bereken exact de coördinaten van de top, dus bereken eerst f'(x) = 0 


x. 11 …_In(x) 


fd LO que fd = se 
x xe ges 
flx)=0 als 1-In(x)=0 dus x=e 
f‚ le) = me = EN controleer met de grafische rekenmachine 


zi 
218287? Y=,26?0704H 


Conclusie: coördinaten van de top zijn (e, Pi 


Top bepalen, dus bereken eerst f'(x) = 0 
eerste methode: 


Xr 1 « In(kx) 
In (kx) dus f'09 = kx n 1 —In(kx) 


x x2 x° 


fx) = 


f(x) =0 als 1-—lIn (kx) =0 dus kx=e dus x= 5 


In(k-£) 

e\ _ k/ _ In(e) _ 1 _ k_ zl Ke A 

h%)= e De _e nn Me Te) 
k k k k 


Conclusie: coördinaten van de top liggen op y= 2 


tweede methode: 


f(x) =0 als 1 —In(kx) = 0 (zie eerste methode) dus In(kx) = 1 


substitueer dit in f(x) = En 


In (kx) zl 
X mis be 


Conclusie: coördinaten van de top liggen op y= 2 
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Coördinaten van de top zijn (5 £) en 


,X) = 1 heeft alleen oplossingen als yv, = E 21dusals kze 


Bepaal de kleinste hele waarde voor k zodat de afstand tussen twee oplossingen 
In(kx) 
X 


van f(x) = = 1 groter is dan 2. 


Onderzoek met de grafische rekenmachine voor welke k de afstand tussen de snijpunten 
A en B groter is dan 2. Plot enkele grafieken bijv. 


3 Exponentiële en logaritmische functies UITWERKINGEN 


y ‚y en de lijn y= 1 


Xx Xx 
om te zien wat er gebeurt. 

Nu wordt duidelijk dat een grotere waarde van keen 
grotere afstand tussen A en B levert. 


= In(x) - In(6x) y= In(10x) 
A: 


In(4x) 
X 


y=leny= geeft als snijpunten 


X=2,2en x= 04 dus afstand AB < 2 voor k=4 


geeft als snijpunten 


Intersection 
Hze.Eheahik zi 


X=2,5en x= 0,3 dus afstand AB > 2 voor k=5 


Conclusie: k= 5 is de kleinste hele waarde waarvoor 
afstand AB groter is dan 2. 


Onafhankelijk van a 


FE, is een primitieve van f‚ dus andersom geldt: de afgeleide van F, moet gelijk zijn aan f‚ 


E‚lx) = xr: e"*”“ differentiëren met productregel en kettingegel 

Eerst y=e"* differentiëren levert y'=e®*”“.-—a (kettingregel) dus 
E'o)=fix)=le xe. a=lte+-axe*=(1-ax) er * 
(productregel) 

Conclusie: de afgeleide van F, is gelijk aan f, dus F‚ is een primitieve van f, 


eerste methode: 
Ya 


Oppervlakte W van deel onder grafiek berekenen met ACI) dx, 
0 


daarna oppervlakte van deel V boven grafiek berekenen. 


X 
ki k n_A tad 
Oppervlakte W = LAC dx= ja —ax)-e *“dx=[x- el, =_ele=.e= 
5 5 a a e ae 


ed 


í zn 
Oppervlakte driehoek OAB = RS De 
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Oppervlakte V= oppervlakte driehoek OAB — oppervlakte W= EN — EPS 32 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
1 dE Maak gebruik van het gegeven uit de vorige opgave: Alp) = 1 — Te 
b 1 1 1 
Oppervlakte W: oppervlakte driehoek V= OE il PE ) Se a 5 : 5 ni e 1 Analyse: bepaal eerst de limietwaarde L. Noteer de vergelijking die opgelost moet worden. 
2a ae 2 e . 2 
Conclusie: de verhouding is onafhankelijk van a L= lim(1 TeP+1 ) min nk 
tweede methode: Dus moet gelden 1 — 7 Âs = El dus 1+e?=4 duse? =3 
%a 
Oppervlakte van deel onder grafiek berekenen met RAC) dx, daarna oppervlakte van de Conclusie: de gevraagde waarde is p = In(3) 
0 
driehoek berekenen. 
ij À Medicijn in actieve vorm 
Oppervlakte W= LAC) dx = ja —ax)-e”“dx=[x: el, shatedidadl 
0 0 â a 8 a-@ 33 p(t)is de formule voor de hoeveelheid medicijn die nog niet is omgezet in actieve vorm, 
. 11 sd dus p(t) is de hoeveelheid medicijn in passieve vorm aanwezig. 
Oppervlakte driehoek OAB = Da Li 2a Als t= tg dan is 99% van het passieve medicijn omgezet in actief medicijn, dus is er nog 
1 99 
=e 1% passief medicijn aanwezig. 
: 1 1 ae 1 2a_ 2a_ 2 
Oppervlakte W: oppervlakte driehoek OAB = H = S E = = S : 8 er p 
BE Dr ae 2a 1 ae 1 ae e Als t= fog dan is 99% van 25 mg omgezet in actief medicijn, dus is er nog 1% van 
. . _ 2a 25 mg passief medicijn aanwezig oftewel 0,01 - 25. 
Deze verhouding opp. W: opp. OAB is onafhankelijk van a A 
Die op tijdstip too geldt pl tag) = 25 + ette = 0,01: 25 
=ktoo — 
Conclusie: de gevraagde verhouding is ook onafhankelijk van a Ee = 0,01 
—k: tg = In(0,01) = In(10-?) = —2 - In(10) 
_ =2-In(10) _ 2-In(10) _ 4,6 
Symmetrisch gebied Lo = 7 7 k Tk 
o def ze : : : ai In(0,01) In(100) 
31 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. pmerking: of een gelijkwaardige uitdrukking, bijvoorbeeld tog = =k of tog = k 
Analyse: de primitieve is gegeven. De oppervlakte van het gevraagde gebied is 
p 34 Bereken met behulp van differentiëren, dus de afgeleide moet gebruikt worden. 
Alp) = [ fx) dx = [F0] =p Bereken, dus grafische rekenmachine mag gebruikt worden. 
=p 
eerste methode: alt) = 25(e ?"t— e 14) 
p 5 a IP je _ B a'(t)=25(—0,1-e PT 04e 041) 
ADI [fo laas oi T En sen mi Ei EES i —0,1t -0,4t 
se _ maximaal als 25(—0,1-e"®1!+0,4:e #1) =0 mi 
1 1 eP eP _ (—0,1-x) (—0,4-x) 
Omdat = . = Idt: =251-0,1-e +0,4:e 
MN erst eral eP 1407 Á BSlizoanie v=o 
E d ER E d E Oplossen met Calculate, Zero levert t= 4,6 
Alp) n _ ne + e Ni +e 
e?+1 eP+1 eP+1l e?+1 e?+1 E ht 
35 Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 
Busi er (eP+1)-2 _eP+1, 2 a 2 et? Top als t= 4,6 invullen in alt) = 25(e"®"*— e®*!)levert 
e?+1 e?+1 e?+1 e?+1 e?+1 e?+1 maximale waarde 11,8 
Conclusie: Alp) =1 — 2 De helft van de hoogte zit op 5,9 
eP+1 Opgelost moet worden 25(e"®1t— e-04t) = 5,9 ‚ 
: : =25(e UI g-04x) en eda1E vei101176 
tweede methode, maak gebruik van symmetrie: Vis 5,9 : = : = 
V2=9, 
p 
Alp) = | foddx= 2. [Foo]: =2. | _1 |= 2. ( Et ) = Oplossen met Calculate, Intersect levert t= 1,0 en t= 14,3 uur 
Se g e“+11, eP+1 ef+1 Conclusie: de FWHM is ongeveer 13 uur. 
1 1 _2 _2 Opmerking: de top mag ook gevonden worden met Calculate, Max 
2-( + )= +1=1+ : - 
EPA ST eP +1 eP+1 (zie schermafbeelding) Interseckian 
Kazi hOBEEEN N=EB nn 
Conclusie: Alp) = 1 — e 
e?+1 


Opmerking: een formule voor de oppervlakte is gegeven. Deze formule kan in de volgende 
opgave gebruikt worden. 
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Plakd Platè Platz 


De formule van Gompertz ii BSA 
"Nel ldet -0, 1E 


Bereken, dus grafische rekenmachine mag gebruikt worden. ae Ie BA 
Ga na welke vergelijking opgelost moet worden. Ae 
De helft is overleden dus 50 % leeft nog, oftewel P(t) = 50 NE= 


50 = 119 VOET P Oplossen met grafische rekenmachine 


levert t= 67 jaar. 

De verzekering wordt op 40 jarige leeftijd afgesloten. 
Conclusie: 27 jaar na het afsluiten van de verzekering is de 
helft van de polishouders overleden. 


Inkerseckian 
i=bb.DAPEER N=Eú 


Bereken langs algebraïsche weg, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
eerste methode: 

119 . e”00161-e = 100 e e7-0,0161-e 
119. gOOETEN _ 100. e.p ONE EE qus 119 = 100: e” dus €” = 1,19 


dus m = In(1,19) 
Conclusie: m = 0,17 


0,0595t 0,0595t 


tweede methode: 
119 = 100 1,19 = 100 - e!"l19 … 100 - 217% 


P(t) = 119 + gP181E 100 - 8170. 7001610" 100 - g°,1740-0,0161-0°09%1 
Conclusie: m = 0,17 

Let op het gevraagde aantal decimalen. 

Gebruik de kettingregel. 

Plt)=a-ete" 


de afgeleide van y= -b-ektis y'=-b:k-e dus P(t)=a-et"“.-b.k-ek 


P(t) _ a-ete._b-k-ek = 
Pt) a-eter 


Conclusie: c= —-bk 


-b:k-ek 


Hoogwaterstanden 


Bereken en rond af, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Noteer de 
vergelijking die opgelost moet worden. 

Gegeven a=4,3 en b=1,9 en f(h)=1 (gemiddeld 1 keer per jaar wordt de 
hoogwaterstand h overschreden) 

Opgelost moet worden 10%3-197 = 1 dus 4,3 -1,9h = 0 dus h= 
Conclusie: h= 2,3 meter 

Opmerking: in plaats van algebraïsch oplossen mag ook de grafische rekenmachine (Calc 
Intersect) gebruikt worden. 


4,3 
1,9 


= 2,26 


Bereken en rond af, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Als het water stijgt, 
wordt de hoogte h = 2,5 vaker overschreden. Vergelijk het aantal overschrijdingen van 
h=24 (vóór de stijging) met het aantal overschrijdingen van h = 2,5 (ná de stijging). 

De hoogte h= 2,4 wordt een aantal keren (k) overschreden. Als het waterniveau 

met 0,1 stijgt, zal in deze nieuwe situatie de hoogte h= 2,5 hetzelfde aantal keren (k) 
overschreden worden. De hoogte h = 2,5 zal in de nieuwe situatie vaker overschreden 
worden dan de hoogte h= 2,5 in de oude situatie. 

Oude situatie: h= 2,4 levert f(2,4) = 10*2-1924 — 0,5495 is dus f(2,5) in de nieuwe situatie 
Oude situatie: h= 2,5 levert f(2,5) = 1021925 — 0,3548 is dus f(2,5) in de oude situatie 
0,5459 


0,3548 = 1,5 keer vaker overschreden 


Conclusie: h= 2,5 in de nieuwe situatie zal dus 
worden. 
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3 Exponentiële en logaritmische functies UITWERKINGEN 


Bereken en rond af, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Noteer de 
vergelijkingen die opgelost moeten worden. 

f(2,5) levert dezelfde uitkomst op als met de oude waarden van a= 4,3 en b=1,9 
dus f(2,5) = 10%9-1925 — 0,3548 

In de nieuwe situatie geldt dus f(2,5) = 10°-#2° = 0,3548 

Dus geldt a—b:- 2,5 =log(0,3548) =-0,45 > a=25:b-—045 

Ook geldt: f(3,9) = 0,01 

In de nieuwe situatie geldt dus f(3,9) = 10°-#3° = 0,01. 

Dus geldt a— b: 3,9 = log(0,01) = -2 

Dus geldt a= 3,9: b—-2 


a=39:b-2 
a=2,5:b-0,45 


Invullen levert a = 2,33 
Conclusie: a= 2,3 en b=11 


Dus }3a-b-2-25-b-045es1A-be 155 es be 


Helderheid van sterren 


Leid af, dus de waarden p =—5,6 en q =-0,4 mogen niet ingevuld worden. Noteer de 
vergelijking (hier een stelsel van vergelijkingen) die opgelost moet worden. 

eerste methode: 

De formule L = 107*9" levert, samen met m= 1,0 en L= 10%, de vergelijking 

10 = 10P*9, dus p + q=-6 

De formule L = 107*9" levert, samen met m = 6,0 en L = 10%, de vergelijking 

108 = 10769, dus p + 6q =-8 

p =-6 — q invullen in p + 6q = 8 levert (-6 — q) + 6q =-8 levert 5q =-2 dus q=-04 
Dus p=-6-q=-6 +04 =-56 

Conclusie: p= 5,6 en q=-04 

Let op: gebruik m = 1,0 en m = 6,0. Gebruik van (alleen) andere m-waarden leidt tot 
puntenaftrek. 

Opmerking: een formule voor L is gegeven. Deze formule kan in de volgende opgave(n) 
gebruikt worden. 


tweede methode: 
Een exponentieel verband heeft de vorm L=b:g" 
Gebruik (m, L) = (1,0; 10°) en (m, L) = (6,0; 10%) 


10? =2 EN. 5 0,4 
me 0 en dus g= (10-2)? = 10 * = 10% 


Dus geldt L= bg" = b-(10-4)" = b-10-04M en neem bijvoorbeeld m = 1,0 
en L = 10? om bte berekenen, 


—6 
dus 10° = b- 10°“ en dus b= 0 = 10% 


dus L = 1056. 10-04 = 19-56-04m 
Conclusie: p= 5,6 en q=-04 


Voor de groeifactor g geldt g° = 


Let op: gebruik m = 1,0 en m = 6,0. Gebruik van (alleen) andere m-waarden leidt tot 
puntenaftrek. 

Opmerking: een formule voor L is gegeven. Deze formule kan in de volgende opgave(n) 
gebruikt worden. 
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Bereken en rond af, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 
Gegeven is L = 10756-04m 

m = 4,30 levert L = 10756-04430 _ 10-732 

m= 3,58 levert L = 10 604358 _ 10-7032 


Loupbelster = 1072 + 10-702 dus opgelost moet worden 107% + 10-702 = 10-56-04m 
y= 10-722 4 10-702 
yz = 10756-04x en bijvoorbeeld WINDOW: [O, 6] x [O, 10°] 


Calc Intersect levert x= 3,129 

Conclusie: m= 3,1 

Opmerking: een formule voor L is in de opgave hiervoor gegeven. Dit gegeven kan in deze 
opgave gebruikt worden. 


Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Gegeven zijn L = 10 °£04m en L = e 
X 
Er geldt dus 10-*®%4m =_E dus geldt -5,6-0,4-m= loo(6) 
XxX X 


Omdat loo(5) =log(C) -log(x?) =log(C) -2-log(x) 
x 
geldt —-5,6 — 0,4: m=log(C) -2:log(x) dus -0,4: m= 5,6 +log(C) -2:log(x) dus 


5,6 
—0,4 


m= +4 log(C) -ia log(x) =-14-2,5:log(C) +5: log(x) 

Conclusie: m(x) = 14,0 — 2,5: log(C) +5,0: log(x) 

Opmerking: kennis van de rekenregels betreffende logaritmes is belangrijk. 
Opmerking: een formule voor m is gegeven. Deze formule kan in de volgende opgave 
gebruikt worden. 


Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Maak gebruik van de in de 
vorige opgave bewezen formule. 


dm _ dm, dx dx _ „An12 _ „1017 
Gegeven is ae en ae 10 “en x= 6,3: 10’ en 


=-140-2,5- : xj dM 8 
m{(x) = -14,0— 2,5: log(C) +5,0: log(x) dus m'(x) de hm (want 
oen 1 
(logt) = emg 
dm _dm,dx___ 5 _47.402= 5 17-102= 5-1,7-10'° 


7 


dt _ dx dt _ x-In(10) 6,3- 10% -In(10) 7 6,3-107- In(10) 


Conclusie: de gevraagde snelheid waarmee de magnitude verandert, is dr =5,9. 10 


Opmerking: kennis van de differentieerregels betreffende logaritmes is belangrijk. 
Opmerking: C is een constante. Ga na wat dit voor gevolg heeft voor de afgeleide 
van —-2,5:log(C). 

Opmerking: gebruik eventueel haakjes bij het berekenen van het quotiënt. 
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4 Periodieke functies 


Twee benaderingen van sin(x) 


Met domein [O, zl] is gegeven de functie f(x) = sin(x). 
De grafiek van f snijdt de x-as in O en A en heeft als top 7. Zie de figuur. 


figuur 


y 


fo) Xx 


Gegeven is verder de tweedegraadsfunctie g(x) = ax(x — 7), eveneens met domein [O, 77]. 


In de vragen 1 en 2 nemen we a = Te De grafieken van fen g lijken dan op elkaar. 
Toon aan dat ook de grafiek van g door O, A en T gaat. 


In Ois de helling van de grafiek van g groter dan de helling van de grafiek van f. 
Toon dit aan met behulp van differentiëren. 


Een andere benadering voor de grafiek van f krijgen we als we a zodanig kiezen dat 


n 


geldt: (g(x) — fx)) dx = 0 


le) 


Bereken in dit geval de exacte waarde van a. 


Twee scharnierende vierkanten 


Twee vierkanten, beide met zijde 1, hebben het hoekpunt O gemeenschappelijk. 

Het onderste vierkant ligt vast. Het bovenste vierkant wordt om O gedraaid; tis de 
draaihoek in radialen. 

In figuur 1 zijn tussen de begin- en eindstand drie tussenstanden getekend. Om de 
twee vierkanten is steeds een zo klein mogelijke rechthoek getekend, met twee zijden 
langs het vaste vierkant. 


figuur 1 


LN C% 


De oppervlakte R van de omhullende rechthoek is een functie van de draaihoek t. 


Bereken de oppervlakte R voor f = Pd 
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Voor elke waarde van t tussen 0 en an geldt: R(É) = (1 + sin())(1 + sin(t) + cos(t)). Lemniscaat 
In figuur 2 is de situatie getekend voor een waarde van t tussen 0 en an. Punt P beweegt volgens de bewegingsvergelijkingen: 
Toon de juistheid van de formule aan voor elke waarde van t tussen O en >. x(t) = cos(t) 
< 
Lo =sin}-cos  MetOSt<on 


figuur 2 figuur 3 
In de figuur is de baan van P getekend. Deze baan wordt lemniscaat genoemd. 


figuur 


1 1 


Er zijn tussen de begin- en de eindstand twee posities van de vierkanten waarvoor 
R(t) maximaal is. In figuur 3 is één van die posities getekend. 


Teken in figuur 3 de andere positie van de vierkantjes waarvoor R(f) maximaal is. 
Licht je werkwijze toe. 


14 


Toon met behulp van differentiëren aan dat R'(0) = 3. 


Tijdens de beweging passeert punt P vier keer de lijn met vergelijking y = E. 


Lissajous-figuur 
10 Bereken exact voor welke waarden van t dit het geval is. 


Xx = COS(3f) 
y= sin(t) 
bewegend punt. Deze baan heeft precies vier punten met de y-as gemeen. 

Bereken de coördinaten van deze punten. 11 Bereken exact de hoek tussen deze twee richtingen. 


(O0 <t< 2r) beschrijven de baan van een Tijdens de beweging gaat P twee keer door de oorsprong O. De richtingen waarin P 


De bewegingsvergelijkingen { 
de oorsprong passeert zijn verschillend. 


Tijdens de beweging verandert de snelheid van het punt voortdurend. De hoogste 
snelheid die het punt kan bereiken wordt enkele malen bereikt. Als je de beweging op 
de GR simuleert, lijkt het alsof deze hoogste waarde bereikt wordt bij het passeren 
van de y-as. 

Toon aan dat dit niet het geval is. 
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Lissajous-kromme 


De baan van een punt P wordt bepaald door de volgende bewegingsvergelijkingen: 


x(f) = sin() 
jo = sin(2t+ 47) 
Zie de figuur. 


figuur 


12 Bereken de coördinaten van de snijpunten van de baan met de x-as. 


P passeert de y-as steeds met dezelfde snelheid. 
13 Bereken de exacte waarde van deze snelheid. 


Op het tijdstip f= a bevindt het punt P zich in A en op het tijdstip f= n — a in B, 


met 0 <a< 7 n. A en Bliggen op een verticale lijn. Zie de figuur. 
14 Bewijs dat de lengte van AB gelijk is aan sin(2a). 
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Machten van sinus en cosinus 


Voor elk positief geheel getal n bekijken figuur 
we de baan K, van een punt dat beweegt y 
volgens 
x(t) = cos”(£) 1 AL 
<< — 
oes metostedr 
In de figuur zijn vier banen getekend. 
A 
0 1 X 


Gegeven een punt P van K,. 
Toon aan dat de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan K, in punt P gelijk is 
aan —tan“(f). 


In een punt P van K‚ heeft de raaklijn aan Ks richtingscoëfficiënt —9. 
Bereken de coördinaten van P. 


Rechte banen 


Een punt P beweegt in een baan die gegeven is door de vergelijkingen: 


e = cos(a — tf) + cos(t) ERO 


y(t) = sin(a — f) + sin(t) 


In de figuur is in een assenstelsel de cirkel figuur 
met middelpunt O(O, O0) en straal 1 getekend. 

Op de cirkel is voor een waarde van a een 

boog met lengte a getekend. (cos(a), sin(a) 
Teken in de figuur de plaats van het punt P 
op de tijdstippen f= O en t= 7. 

Licht je werkwijze toe. 


SS 


De beweging van P kan ook beschreven 
worden door de vergelijkingen: 


x(E) = 2cos(Ha) : cos(h a-t) 


y(t) = 2sin(va) 2 cos(a —) 


door gebruik te maken van de formules: cos(tf) + cos(u) = 2cos( 5) : cos( 5e) 
en sin(f) + sin(u) = 2sin( 5) cos(-5) 


Toon dit aan. 
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Als je voor enkele waarden van a de baan van P tekent, lijkt deze steeds een deel 
van een rechte lijn door (O, 0). 
Toon voor a = 2 aan dat de baan van P inderdaad een deel van een lijn y = mx is. 


Periodieke beweging 


Een punt beweegt zich in het Oxy-vlak volgens de vergelijkingen: 


x(t) = cos(t) 
De = cos(4t) — 1 


Als je de baan van het punt bekijkt op het scherm van de grafische rekenmachine, 
krijg je de indruk dat de punten (1, 0) en (—1, 0) zogenaamde keerpunten zijn. 
Toon aan dat de snelheid in deze punten gelijk is aan 0. 


Het lijkt alsof het punt zich beweegt langs de grafiek van een veeltermfunctie van de 


vierde graad, dus f(x) = ax° + bx° + cx° + dx + e. 
Onderzoek of dit inderdaad het geval is. 


Goniometrische functies 


De functie fis gegeven door figuur 1 
f(x) = sin(x) + sin(2x) op het y 
domein [O, ri]. 24 


In figuur 1 is de grafiek van f 
getekend. Deze grafiek snijdt de 
x-as tussen O(O, 0) en A(n, 0) in 
het punt B. 

Bereken exact de x-coördinaat van 
punt B. 


Voor elke positieve waarde van a figuur 2 
is de functie f, gegeven door y 
f(x) = sin(x) + a: sin(2x) op het 24 
domein [O, zi]. 

In figuur 2 is voor enkele waarden 
van a de grafiek van f, getekend. 


Voor een bepaalde waarde van a 
heeft de grafiek van f, twee 
toppen en is de x-coördinaat van 


5 
een van deze toppen 51. 


Bereken in twee decimalen 
nauwkeurig de x-coördinaat van de 
andere top bij deze waarde van a. 
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Voor elke waarde van a waarvoor figuur 3 


geldt 0 <a< + ligt de grafiek van y 
Baks 
f, tussen (0, 0) en (ne, 0) geheel 


boven de x-as. In figuur 3 is een 
dergelijke grafiek getekend. 

Toon aan dat de oppervlakte van 
het vlakdeel dat wordt begrensd 
door de grafiek van f, en de x-as, 
onafhankelijk is van a. 


Kleinste amplitude 

Voor elke waarde van a, met a > 1, is de functie f, met domein [O, 1 ] gegeven door 
a d 

f(X) = Ine) sin(x) 


In de figuur is voor enkele waarden van a de grafiek van f, getekend. 


figuur 


Voor elke waarde van a is de grafiek van f, een sinusoïde. In de figuur is te zien dat 
de amplitude bij a = 2 kleiner is dan bij a= 14 of a= 5. 

Er is een waarde van a waarvoor de amplitude minimaal is. De grafiek van f, bij deze 
waarde van a is in de figuur gestippeld getekend. 

Bereken exact de oppervlakte van het gebied ingesloten door de x-as en de grafiek 
van f, met de kleinste amplitude. 
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Gemeenschappelijk met de x-as 

Voor elke waarde van a met a # 0 is de functie f, gegeven door 

fa (Xx) = 2sin(ax) + sin(2ax). Het punt G 0) is een gemeenschappelijk punt van de 
grafiek van f, en de x-as. 


Bewijs dat voor elke waarde van a (met a #0 ) de grafiek van f, de x-as in G 0) 
raakt. 


Bewijs dat de grafiek van f, puntsymmetrisch is in het punt Ar, 0). 


Achtervolging 


Op tijdstip f= O beginnen de punten P en Q met een eenparige cirkelbeweging. 
De bewegingsvergelijkingen zijn 


x(t) = Boos( 154) x(E) = Scos(t + Zr) 
voor P: 1 en voor QG: 3 
yb=5sin( dt) /b=5sin(t+ Âr) 
Hierbij is fin seconden en zijn x(t) en y(t) in centimeters. 
In de figuur staat de beginsituatie op schaal getekend. 


figuur 
y 
| N 
‚\ 
IN | 


Tijdens de beweging wordt Q telkens door P ingehaald. 
Bereken na hoeveel seconden Q voor het eerst door P wordt ingehaald. 


Op een bepaald tijdstip heeft P over de cirkel een afstand van 20 cm afgelegd. 
Teken in de figuur de plaats van P op dit tijdstip. Licht je werkwijze toe. 
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Snelheid op een baan 
Voor 0 <t<r is de baan van het punt P gegeven door de volgende 
bewegingsvergelijkingen: 
x(f) = sin(2t) + sin(t) 
\ y(t) = cos(t) 
In de figuur is de baan van P weergegeven. 


figuur 


y 
1 


C 


Op f= 0 bevindt P zich in het hoogste punt A(O, 1) van de baan. 
Op f= 7 bevindt P zich in het laagste punt C(O, —1) van de baan. 
Tussen f= O0 en f= 1 snijdt de baan de y-as één keer in het punt B. 


30 Bereken exact de snelheid van P in punt B. 
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Sinusoïde met perforaties 


De functie f wordt gegeven door: 


_ 1 + cos(2x) 
fx) = cos(X) ki 


We bekijken in deze opgave alleen het deel van de grafiek van f voor 0 <x < 2. 


De grafiek van fis een sinusoïde met perforaties. In de figuur is de grafiek van f 
weergegeven. De perforaties van de grafiek zijn in de figuur niet aangegeven. 


figuur 


y 


31 Bereken exact de coördinaten van de perforaties van de grafiek van f. 


Tussen twee sinusgrafieken 


De functies f en g zijn gegeven door f(x) = sin(x) en g(x) = sin(x + En). 
In de figuur zijn de grafieken van f en g getekend op het domein [0,27]. 
De grafieken van f en g snijden elkaar op dit domein bij x = Er in het punt A en 


bij x= ar in het punt B. Zie de figuur. 


figuur 


4 
14 4 


11+ 


B 


Vis het vlakdeel dat tussen A en B wordt ingesloten door de grafieken van f en g. 


32 Bereken met behulp van primitiveren de oppervlakte van V. 
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Hints bij hoofdstuk 4 


Geef aan de hand van f(x) de coördinaten van O, Aen T en laat zien dat glx) ook 
door deze punten gaat. 


Bepaal eerst de hellingen met behulp van differentiëren. Dus bepaal f'(0) en g'(0). 


Exact, dus grafische rekenmachine mag niet gebruikt worden. Bepaal eerst de 
primitieve functies. 


Maak een tekening van de bedoelde stand en bereken de lengtes van de 
belangrijke lijnstukken. 


Maak een tekening van een willekeurige stand. De gegeven formule doet denken 
aan lengte keer breedte. 


Product van len bis maximaal, dus len b zijn inwisselbaar. 

Gebruik de productregel en vul t= 0 in. 

Snijpunten met de y-as, dus bereken eerst x = 0. 

Snelheid = vt) = (x'(D)? + (y'(t))?. Het is voldoende om bijvoorbeeld voor één 


waarde aan te tonen dat de hoogste snelheid niet wordt bereikt bij het passeren 
van de y-as. 


Bedenk welke vergelijking opgelost moet worden en maak gebruik van een 
verdubbelingsformule. Zie formuleblad. 


Bereken eerst voor welke waarden van t de grafiek door de oorsprong gaat. 
yv 


Helling = Sf 


Welke vergelijking moet je oplossen? 
Begin met het bepalen van de formule voor de snelheid. 
De verticale afstand is gelijk aan y(a) — y(t — a) 


vib 
x(B— 
je voor tan(x) kent. 


Bepaal eerst … (maak gebruik van de kettingregel) en bedenk welke formule 
Welke vergelijking moet worden opgelost? 
Vul voor t= 0 en t= 1 in en bepaal de plaats van deze punten. 


Bedenk welk formule je kent om cos(t) + cos(u) te herschrijven. 
Vul voor a = 2 in en maak gebruik van L in 


Laat door invullen zien dat x'(t) en y'(t) is O in deze punten. 
Herschrijf cos(4t) met behulp van de verdubbelingsformule: cos(2A) = 2cos?(A) — 1 


Maak een vergelijking en los deze algebraïsch op. Bedenk welke formule je kunt 
gebruiken. 


Top, dus afgeleide gelijk stellen aan O voor de gegeven waarde van xen daarmee 
eerst a berekenen. 


Bepaal de primitieve en laat zien dat hier een constante uit komt. 


a 
In(a) 
De x-as raken, dus 5) = 0 (gegeven) en an = 0 (berekenen). 


De amplitude is . De amplitude is minimaal als de afgeleide is O0 
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Uitwerkingen bij hoofdstuk 4 


27 Puntsymmetrie in 0) dus geldt: fr —b) = An + b). Twee benaderingen van sin(x) 
28 Maak gebruik van de hoeksnelheid of los op xp = Xa en Yp = Ya 1 Geef aan de hand van f(x) de coördinaten van O, A en T en laat zien dat g(x) ook door deze 
29 Omtrek cirkel = 2rr punten gaat. 

f(O) =sin(O) =O dus O(O, 0) 


(or) = sin(Gr) = 1 dus Tin, 1) 
f(r) =sin(z) =O dus Aln, 0) 
go) Ê-0-(0-xr)=0 

Ti 


1 Ee A _ Arn, 1 An? 
al z) == 77 Gr-r)=n En. 


amer neme .0-0 
Ti Ti 


30 Bereken eerst de t-waarde van B. Snelheid = v(x/)? + (y')?. 


31 Perforatie, dus teller en noemer van het quotiënt moeten tegelijkertijd 0 zijn. 


32 Oppervlakte van gevraagde gebied is Î(roo — glx) )dx = [F(x) — Glx)]  = 


Conclusie: de grafiek van g gaat door de punten O, Aen T 


2 Bereken de helling van de grafiek van f en de helling van de grafiek van g en trek de 
conclusie. Met behulp van differentiëren, dus zonder grafische rekenmachine. 
f'(x) = cos(x) en helling = f(0) = cos(0) = 1 
2 
4x me en 4x _-4 2 


AX. voe n 4 xe 2d. 4_— 
glx) = r (x- 7) rn g(x) m) Xt + 


en helling = g'(0) = 2 = 1,27 


Conclusie: de helling van de grafiek van g is groter dan de helling van de grafiek van f. 


3 Exact, dus zonder grafische rekenmachine. 
jg — f(x)) dx = jlaxx- 7) — sin(Xx)) dx=|lax? — anX-— sin(x)) dx 
0 0 0 


De primitieve van ax? is zat 


De primitieve van anx is Jam? 


De primitieve van sin(x) is —-cos(x) 


jg — flx)) dx= zat -Janx? + coslx)] = Jan - Jan - n2 + cos(z) — cos(0) = 
0 0 
1 s_ 1 3 DE PE 
Zar an +-1-1= ga + 2=0 
dus Lan? =-2 dus an? =-12 dus a= 2 

6 Pd 
Conclusie: a = — 2 

Tl 


Twee scharnierende vierkanten M 


4 t= E n dus t= 45° zie tekening hiernaast D 
C 
In driehoek ABC geldt AB = Iz en AC= Iz 
Lengte /= ND = AB +1 en breedte b= NM=NA+2: AC E 


oppR=l-b=(1+ ENZ + INZ + INZ = 
(1 + A2) + 2) 
Conclusie: opp R=2+ TZ N 1 D 


Afgeronde waarde is ook toegestaan. 


1 1 
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B Letop: de formule moet ontwikkeld worden en dus niet eerste manier: 
verklaard worden. Gebruik de tekening hiernaast. Het is voldoende om bijvoorbeeld voor één waarde aan te tonen dat de hoogste snelheid 
opp =/: ben len b moeten uitgedrukt worden in t. niet wordt bereikt bij het passeren van de y-as. Bekijk bijvoorbeeld met behulp van TABLE, 
l=zl+sen b=l+c+s of er voor t-waarden in de buurt van t-waarden uit de bovenstaande opgave een grotere 
s=sin(t)en c= cosl(t) waarde van v verkregen wordt. 
dus /=1 +sin(t) en b=1 + coslt) + sin(t) vR) _ v(är) N vd) al v(1êr) = 31225 
Conclusie: opp =/: b= (1 + sin(t)): (1 + cos(t) + sin(t)) 6 TNG E 6 e 6 il 
Ies 
gi 0,5236 
formule y= [(o(sin(3x))? + (cos(x))?) invoeren 
tabel instellen op startwaarde 0,516 en stapgrootte 0,001 
geeft het volgende scherm. 
6 opp =l:b is maximaal. De l en de b zijn Hier is te zien dat bijvoorbeeld 
inwisselbaar, kunnen dus in de tekening 1 
van plaats verwisseld worden. Om de tweede v0,519) > vl 6 z) WEE eeen 
situatie te bereiken moet de gegeven tekening Conclusie: de maximale snelheid wordt niet bereikt bij het passeren van de y-as. 
gespiegeld worden in de stippellijn, zie tekening. 
tweede manier: 
formule y= \(o(sin(320)? + (cos(x))?) invoeren 
bijvoorbeeld WINDOW [O, 6.281x[0, 41 
maximum bepalen met de grafische rekenmachine levert 
ze Maxi 
de grootste waarde y= 3,1229 voor A ER „Y=2A22H674 
. . x= t=0,518 of t= 2,623 of t= 3,660 of t= 5,765 
7 Gebruik de productregel, en vul t = 0 in. ze ae a 
, Deze t-waarden zijn ongelijk aan de t-waarden van de snijpunten met de y-as. 
RD = (1 + sin(t)) : (1 + cos(t) + sin(t)) Conclusie: de maximale snelheid wordt niet bereikt bij het passeren van de y-as 
R'(t) =eos(t) : (1 + cos(t) + sin(t)) + (1 + sin(t)) : (-sin(t) + cos(4)) ì E 
R(O0)=1:(14+1+0)+(1+0):(O+1)=3 
Conclusie: R'(0) = 3 Lemniscaat 
iteerousstanni 10 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
L 9 Analyse: noteer de vergelijking die opgelost moet worden. Denk aan de (gegeven) 
8 Snijpunten met de y-as dus x= 0 dus cos(3t) =0 met 0 <t< 27 KORTDIEE KODE Ge GOMONENE 
| t t d =sin(t)- == 
cos(3t) =0 dus 3t= In + kr met keen geheel getal ODGEIDEEDEE MOREA KAn de 
1 1 Omdat 2: sin(t) - cos(t) = sin(2t) geldt sin(t) - cos(t) = - sin(2t) 
t= T+ kan dus 2 
5 , : Ee dus }- sin(2t) = 4 en sin(2t) =d 
t= groft= ot= zoft= groft= 1groft= trof t= 17 2t= dn + 2m of 2t= Ön + 2 
Opvallend is dat er 6 waarden van t berekend zijn terwijl er 4 punten gevraagd worden. Dus t= bn +krnof t= Dr + kr 
Bij het berekenen gan de bijbehorende y-coördinaten zal blijken dat verschillende waarden Gonelusier te (0 Pnldus te Ant tatei te 
van t eenzelfde snijpunt met de y-as opleveren, met slechts 4 snijpunten als resultaat. 12 12 12 12 
=d =2 1 
in gn En 6” leveren (0, 2 ) 11 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
t= en dte 1êr leveienid: hj Analyse: P gaat twee keer door de oorsprong. Bereken de waarden van KAR daarbij 
horen. De daarbij horende richtingen worden berekend met behulp van an 
fs dn levert (0, 1) en t= es levert (0, —1) Noteer de vergelijkingen die opgelost moeten worden. 
Opgelost moet worden x= cos(t) =O en y= sin(t) : cos(t) =O met te [O,2r] 
= t)=0 f =sin(t): t)= 
9 Bepaal eerst vt) = \(Xx'(D)? + (y'(t))? adi ie Ke SIEN EOL 


x(t) =cos(3t) dus x'(t) = 3 sin(3t) 
y(t) =sin(t) dus y'(t)= cos(t) 
vt) = \(-3sin(31))? + (cos(f))? = \9sin(31) + cos°(t) 
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t=irof te1in 


2 2 sin(t) =O of cos(t) = 0 


t=0, tin, t=n, t=1dnof t= 27 


Dus P gaat door de oorsprong als t= Jr of t= 1m 
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r 


y 
x 


Richtingen worden berekend met behulp van 


x'=-sin(t)en y’ =-—sin?(t) +cos?(t) (berekend met behulp van de productregel) 


hf He 2 
t= In levert , = =S ENG LE En 1 dus hoek met positieve x-as is 45° 
2 xXx! =sin(t) —1 
Fein? 2 
t=1Än. levert de „En (EH eo8 ed zE ae hoek met positieve x-as is 
2 X —sin(t) 1 
135° (of -45°) 


Conclusie: gevraagde hoek is 90° 


Lissajous-kromme 


Snijpunt x-as dus y(t)=0 dus sin(2t+ 5e) =0 
2t4+dn=0+ kr 


3 
2t= Ant ka 
3 
sek zl 
t= ale kn 


dus t=âr of t=òrn of t=êr of t= Lr invullen in x(t) = sin(t) 


Conclusie: (3, 0), (+, O), (-4N3,0) en (-+ 0) 

of 

sin(2t+ 5x) = 0 oplossen met de grafische rekenmachine en bijvoorbeeld intersect 
levert t=-0,52 of t=1,05 of t=2,62 of t=4,19 invullen in x(t) = sin(t) 
Conclusie: (-0,5; 0), (0,87; 0), (0,5; 0), (-0,87; 0) 


Snelheid, dus gebruik vt) = \(x'(D)? + (y(t)? 
snijpunt y-as dus x(t) =0 dus sin(t)=0 dus t=0 of t=r 
X'(t) =cos(t) dus x'(0) = cos(0) = 1 


y(t = 2: cosl2t+ 57) dus y'(0)=2: cos) =1 

vlt)= N12 12 = 2 

Conclusie: de exacte waarde van de snelheid is 2. 

De verticale afstand tussen de punten A en Bis gelijk aan yla) — yr — a) 

ya) -yn-—a)= sin(2a+ dx) —sin(2(n—a) +) S sin(2a+ dr) — sin(2gr- 2a) 
er geldt: 

e sin(2a+ dr) =sin(2a)- cos(5x) +cos(2a) - sind) (zie formuleblad) en 

e sin(2gr —-2a)= sind —2a)= sinG5x) “ cos(2a) — cos(F)  sin(2a) 


e cos(4) = EE 
dus la) - (na) = sin{2a+ dx) -sin(25- 2a) = 
(sin(2a) : cos(4r) +cos(2a) sind) — (sina) -cos(2a) — cos(4r) : sin(2a) ) = 


sin(2a) - cost) --cos(4x) sin(2a) = 7 - sin(2a) +,  sin(2a) 


Conclusie: (a) — yn — a) = sin(2a) 
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Machten van sinus en cosinus 


x(t) = cos°(4) 
Av/ K, ld 
oor Ks ge t oe n sin&(5 
y(t) 
x(t) 


De richtingscoëfficiënt van de raaklijn wordt gegeven door 


Omdat x'(£) = —6 : cos°(t) « sin(t) en y{t)=6 - sin(t) : cos(t) geldt dus: 


y'( _ 6-sin“(t)-cos(t) _ —sin(t) _ tan“ 
X(B — -6-cos(d-sin(d _ cos(d 


Conclusie: de richtingscoëfficiënt is gelijk aan —tan“(t) 


De richtingscoëfficiënt is gelijk aan -9 dus 
=tan“(t) = -9 dus tan(t) =\9 = 992 — V3 


Er geldt dus t= zn = 1,0472 


Conclusie: de coördinaten van P zijn (ee 45) of (0,0156; 0,4219) 


Rechte banen 


Vul t=0Oen t=n in. 

t=0 levert 

x(0) = cos(a) + cos(0) = cos(a) + 1 
(0) = sin(a) + sin(O) = sin(a) 

Het getekende punt schuift 1 naar 
rechts (A’). 


t=r levert 
x(t) = cos(a — nl) + cos(n) = -cos(a) — 1 
yr) = sin(a — 7) + sin(zt) = —sin(a) 


Het getekende punt wordt gespiegeld 
in de oorsprong (A“) en 1 naar links 
geschoven (A“”). 


Gebruik de formules voor cos(u) + cos(t) 
en sin(u) + sin(t) om x(t) en y(t) te herschrijven. 


cos(u) + cos(f) = 2cos ES E) “cosí en ) 


sin(u) +sin(t) = 2sin( E t) : cos En E) 
neem u=a-t dan geldt: 


x(t) = cos(a —t) + cos(t) = zoos EA) “COS (et) = 2cos(Ja) : cos(Ja- £) 


lt) = sin(a — f) + sin(t) = 2sin( en e E) ‘cos ed E) = 2sin( Ja) : cos(Ja- £) 


Vul a = 2 in bij de formules uit het vorige onderdeel. 
x(t) = 2cos(1) : cos(1 —t) en y(t) = 2sin(1) : cos(1 —t) 
y(t) _ 2sin(1)-cos(1-t) _ sin(1) 


omdat = = = m is constant 

x(t) _2cosl1)-cos(1-t) cos(1) 
Conclusie: punten Pliggen op een deel van de rechte y= mx met m= EE 
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22 


Periodieke beweging 


Keerpunt: de snelheid is 0 dus x'(t) =O en y'(t) =0 
—1 en cos(4t) -1 =0 


In (—1, 0) geldt cos(t) 
cos(t) =-1 als t= 7 


voor t= 7 geldt cos(4t) - 1 = cos(4n) -1 =0 
In (1, 0) geldt cos(t) = 1 en cos(4t) —- 1 = 0 


cos(t)=1 als t=0 


voor t= 0 geldt cos(4t) - 1 = cos(0) -1 =0 
x(t) =-sin(t) en y'(t) =4sin(4t) 


voor t= 0 geldt: 


X’(0) = -sin(O) =O en y (O0) =-4sin(O) = O 


voor t= geldt: 


X'(r) =-sin(t) =O en y‘(n) =-4sin(n) = O0 
Conclusie: de snelheid in beide punten is 0. 


x(t) = cos(t) en y(t) = cos(4t) -1 is dan te schrijven als 


y=af + bx + ex + dx+e 


gebruik de verdubbelingformule cos(4t) = 2cos°(2t) — 1 
lt = cos(4t) — 1 = 2cos(2t) - 1-1 = 2cos?(2t) - 2 
gebruik nogmaals de verdubbelingformule cos(2t) = 2cos’(t) — 1 


ylt) = 22cos?(t) — 1)? — 2 = Bcos*(t) — Bcos?(t) 


Er geldt nu: 


y=8X — 8x? en dit is een veeltermfunctie van de vierde graad. 


Goniometrische functies 


Exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Ga na welke vergelijking 
opgelost moet worden. 


eerste methode: gebruik sin(2x) = 2sin(x)-cos(x) 


sin(x) +sin(2x) = 0 


sin(x) +2-sin(x) : cos(x) = 0 


sin(x) -(1+2-cos(x)) =0 


sin(x) =O of cos(x) = — 


Conclusie: x= 37 
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Hir=costTi 1rzcoscHTi. 


tweede methode: gebruik de formules -sinA = sin(-A) én sin(A) = sin(B) dan geldt 
A=B+2knofA=n-B+2kn 


sin(x) = -sin(2x) 
sin(x) = sin( — 2x) 
X=-2X+ kr of 


3x= 2kn of 
_ 2 

X= zkr of 

Conclusie: x= 3 


122 


X=n-(— 2x) +2kn 
-X= T+ 2kr 


X= T+ kr 
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In twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Top, dus afgeleide 
gelijk stellen aan O 

f(x) = sin(x) +a:sin(2x) 

f'(x) =coslx) +2:a:cos(2x) 


Er is een top voor x= ar dus (3) = cos(@r) +2:a: cos({r) =0 


1 ade =d 
57 3+2:a 5=0dusa=N3 


f(x) = sin(x) +5 3 -sin(2x) 


f'(x) = cos(x) +2 4 3 -cos(2x) = cos(x) + \3 - cos(2x) 


cos(x) +3 - cos(2x) = 0 ASldeeztese vat 


Oplossen met behulp van grafische rekenmachine levert x = 0,96 
Conclusie: x= 0,96 


Oppervlakte berekenen met 


Oppervlakte = Ì sin(x) +a:sin(2x)) dx= [-cos(x) -Îa cos(2x)|” n 
0 0 


1 1 
(lagefeljetelegsf je 


Conclusie: de oppervlakte is constant dus onafhankelijk van a 


Kleinste amplitude 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


a 
In(a) 


Minimale amplitude dus afgeleide van amplitude = 
quotiëntregel) 


gelijkstellen aan 0 (gebruik 


a 


In(a) 


Dus minimale amplitude als amplitude’ = 


amplitude = 


1 
In(a)-1-a _ In(a)-1 


= = d 
(in(a))? gp 


In(a) =1 dus a=e 


De functie met de kleinste amplitude is dus: f,(x) = sin(x) =e : sin(x) 


e 
In(e) 


=-e:-1-{-e: 1) = 2e 


Oppervlakte = je -sin(x)) dx= [—e - cos(x)] 
0 


Conclusie: gevraagde oppervlakte is 2e 


” 
0 


Gemeenschappelijk met de x-as 


Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
De x-as raken, dus moet tegelijkertijd gelden f(£) =O en f(£) =0 
Omdat gegeven is dat (2,0) een gemeenschappelijk punt is van f, en de x-as, hoeft 


f(E) = 0 niet bewezen te worden. Te bewijzen: f(E) = 0 klopt voor iedere waarde 


van a. 
f'(x) =2a:coslax) +2a:cosl2ax) 


f'(E)=2a-cosla-E)+2a-cosl2a-E)=2a-cosln) +2a-cosl2n)=2a--1+2a-1=0 


Conclusie: f,'(5) = 0 klopt voor iedere waarde van a, dus de grafiek van f, raakt voor 
elke waarde van a de x-as. 
Opmerking: aantonen voor enkele waarden van a dat f'(E) = 0, levert geen scorepunten op. 
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27 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
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Snelheid op een baan 


Bij puntsymmetrie in (0 )\geldt: fln- b)= fr+ b) 
Bekeken wordt f, dus hier geldt a = 2 
Puntsymmetrisch in (Ez0), dus moet aangetoond worden fn - p)= fr +p) 


oftewel fdx-p) + fldr+p) =0 


We herschrijven eerst fd p) 

fd p)=2sin(2: Ar- p)) +sin(4: Gr p))=2sinlr—-2p) +sin(2n —4p) 
Omdat 2 sin(r—2p) = 2sin(2p) en sin(2r —-4p) = -sin(4p) geldt: 

fn - p)=2sin(2p) —sin(4p) 

We herschrijven daarna fd + p) 

fn + p)=2sin(2: (Ax+p) ) +sin(4: Er+ p))=2sinlnr+2p) +sin(2n +4p) 
Omdat 2 sin(r+2p) =-2sin(2p) en sin(2n + 4p) = sin(4p) geldt: 

fd + p)=-2sin(2p) +sin(4p) 

fn -p) EE fn +p) =(2sin(2p) —sin(4p)) +(—2sin(2p) +sin(4p)) = 
2sin(2p) —sin(4p) -2sin(2p) +sin(4p) =O 

Conclusie: f‚ is puntsymmetrisch in (7,0) 


Opmerking: aantonen dat sin(r — 2p) = sin(2p) kan ook met de goniometrie formules van 
het formuleblad: sin(t— u) = sin(t) cos(u) —cos(t) sin(u) 


Opmerking: aantonen voor één of enkele waarden van p dat APE —p) + APE: +p)=0, 
levert geen scorepunten op. 


Achtervolging 


30 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: in de tekst worden punt B en snelheid genoemd. Bereken eerst punt Ben x'en y. 
eerste methode: 

Coördinaten van B: x= 0 dus sin(2t) + sin(t) = 0 

2sin(t)cos(t) + sin(t) =O 

sin(t): (2cos(t) + 1) =O 


sin(t) = 0 of cos(t) = 5 enOSt<Sr 


t=Ooft=roft=Âr 


IN 


dus in B geldt t= 57 


A ww 


x(t) = sin(2t) + sin(t) en dus x'(t) = 2cos{(2t) + cos(t) 


UZ) = 1 Ard Iredale 
en x'(zn) =2cosllgr) +eos( rn) = 2 dea 15 


2) =-sinldn) = 1 
3 = sin(Gz) 7\3 
Deze waarden invullen in de formule voor de snelheid levert: 


Oe RED 


Conclusie: de snelheid in punt Bis 3 


y(t) = cos(t) dus y'(t) = -sin(t) en y'( 


tweede methode: 

Coördinaten van B: x= 0 dus sin(2t) + sin(t) = 0 
sin(2t)= —sin(t) = sin(—t) en en OStSn 
2t=-t+2k:-n of 2t=n—-t+2k:n 
3t=0+2k- 7 t=nr+2k:n 
t=Otäker t= (punt C) 

2 
3 
x(t) = sin(2t) + sin(t) en dus x'(t) = 2cos(2t) + cos(t) en 


dus in B geldt t= ô7 (t= 0 is punt A) 


28 Bereken, dus grafische rekenmachine mag gebruikt worden. xn) = 2 cos(1 zr) + cos(â) =2: 5 + 5 5 1 
ed ai = Xold) n an jen = Yolt) y(t) = cos(t) dus y'(t) = -sin(t) en vn) = =sin(ân) = -; 3 
EE GEIEES Th li gu 1017 Eik dust B 201 SOCONHER Deze waarden invullen in de formule voor de snelheid levert: 
of 
mre elLe) 2EEe 
P draait rond met hoeksnelheid van 2 rad. BE ( 5 E 3) Tata 3 
Q draait rond met hoeksnelheid van 1 rad. P loopt dus per sec Ein rad sneller dan Q Conclusie: de snelheid in punt Bis 3 
P moet EE rad inlopen op OQ. 
2r 
Benodigde tijd is £— seconden 
10 
Conclusie: Q wordt na ongeveer 21 seconden 
voor het eerst door P ingehaald. 
29 De omtrek van de cirkel is 10 centimeter. 


Er is over 20 cm gedraaid. 


De bijbehorende hoek is dan en - 360° = 229°. 
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32 


Sinusoïde met perforaties 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: perforatie, dus teller en noemer van het quotiënt moeten tegelijkertijd O0 zijn. 
Opmerking: houd rekening met het herschrijven van cos(2x) 


Perforatie dus 1 +cos(2x) = 0 en cos(x) = 0 dus 
cos(2x) = —1 en x= int ka 
2X= + 2kn 

x= dn + kr 


2 


Dus perforatie als x= In of x= 1jn 
1+2cos’ (Xx) -1 


Omdat cos(2x) = 2cos?(x) —1 geldt f(x) = +1 =2cos(x) +1 


cos(Xx) 
1 1 
(met XEN of x# 177) 
lim f(x) = lim (2ecos(x) +1) =1en lim f(x) = lim (2cos(x) +1) =1 
dd xr Xx1 or x1 Ir 


Conclusie: perforaties bij (Gr, 1) en (dr, 1) 

Opmerking: invullen van x= Jr ofx=1 In in f(x) levert y= S+ 1 op, is dus niet 
toegestaan. 

Tussen twee sinusgrafieken 

Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 


Let op: met behulp van primitiveren dus primitieve moet opgesteld worden. 
Let op: oppervlakte van gevraagde gebied is F(x) — G(x). 


Primitieve van f(x) = sin(x) is F(x) = -cos(x) 

Primitieve van glx) = sint Jr) is G(x) = —cos(x+ 5x) 

De grafieken snijden elkaar bij x =Ir en Xx =Är (gegeven) 
3 4, 

Oppervlakte van V= (sin(x) =sinlx+ 5x) dx= [-cos(x) —-coslx+ 5) à EE 
dn Eli 

1 1 1 ER EN en 
(-dadjet-d-djet-e2 


Conclusie: oppervlakte gevraagde gebied is 2 
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Een gelijkbenige, rechthoekige driehoek met 
daarin een cirkel 


Gegeven is de gelijkbenige, rechthoekige driehoek OAB, met rechte hoek O en lengte 
rechthoekszijde a. In deze driehoek past de ingeschreven cirkel c‚ met straal ren 
middelpunt M. 

De cirkel raakt de zijde AB in R‚ OA in Pen OB in Q. 

Druk a uit in r. 


Spiegelen 


In een assenstelsel snijdt lijn m de x-as in punt Ala, 0) en de y-as in punt B(O, b). 
Hierbij is a> O en b > 0. 


Laat zien dat £ + 5 = 1 een vergelijking van m is. 
Het punt O(O, 0) wordt gespiegeld in de lijn m. Het spiegelbeeld van O is het punt P. 
De oppervlakte van vierhoek OAPB is gelijk aan a:b. De oppervlakte van de rechthoek 
waarvan de zijden evenwijdig met de diagonalen van vierhoek OAPB zijn, is derhalve 
2ab. Dit is meetkundig of algebraïsch te bewijzen. 


ad —_—— 
Bewijs algebraïsch dat geldt: [opl s las! = 2ab. 


Twee cirkels die elkaar raken 


Gegeven is cirkel c‚ met straal 1 en middelpunt M 

en cirkel c‚ met straal 3 en middelpunt N en twee 

raaklijnen aan de cirkels. De twee cirkels raken c 
elkaar. 

B, C, Den E zijn de raakpunten van de cirkels \E 
met de raaklijnen en A is het snijpunt van de 

raaklijnen. 

Bereken de afstand van E tot A. 


Sinusregel en cosinusregel 


Gegeven is de driehoek ABC met ZB = 35° en ZC = 125° en zijde AB = 8. 
Bereken de lengte van zijde BC. 


Gegeven is de driehoek ABC met aq = 40° en a = 10 en b = 14. Er zijn nu twee 


driehoeken mogelijk. 
Bereken voor beide driehoeken de lengte van de zijde c en de bijbehorende hoek B. 
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Driehoek in cirkel 


In een assenstelsel liggen de punten A(4, 0) en B(O, -2) op de cirkel met vergelijking 
Xx +(y- 3} = 25. 


We bekijken in deze opgave driehoeken ABC met punt C op de grote cirkelboog AB. 
Zie de figuur. 


figuur 


y 


B 


Er zijn twee plaatsen van C op de cirkel waarbij driehoek ABC een rechthoekige 
driehoek is. 
Bereken exact voor één van deze twee plaatsen de coördinaten van C. 


Voor een bepaalde plaats van C op de cirkel is driehoek ABC een gelijkbenige 
driehoek met top A, dus met AB = AC. 
Bereken exact de coördinaten van C waarvoor dat het geval is. 


Loodrecht, twee cirkels 
De twee cirkels c, : x? + y* = 4 en c, : (X-— a)? + y° = 4 met middelpunten 


respectievelijk O en M, snijden elkaar loodrecht in punt S, met S in het eerste 
kwadrant. 


9 Bereken exact de x-coördinaat van punt M. 
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Twee punten 

Gegeven zijn de punten A(—2, 3) en B(6, 7). 

In figuur 1 zijn op de y-as de punten P en Q getekend waarvoor geldt dat 
ZAPB = ZAQB = 90°. 


figuur 1 


Bereken exact de coördinaten van P en Q. 


In figuur 2 is de lijn door A en B getekend. Ook is een cirkel getekend met middelpunt 
M(-3, 0). Deze cirkel snijdt de lijn door A en B in de punten Ren S met RS = 6V5. 


figuur 2 


Bereken exact de straal van de cirkel. 
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Parabool en cirkel Vierkant op een driehoek 
Gegeven zijn het punt F(O, 4) en de parabool met vergelijking y = Ee +2, Gegeven zijn de punten O(O, 0) en A(2, 0) . 
Punt P op de parabool ligt rechts van de y-as en heeft x-coördinaat p. Punt P beweegt over de halve cirkel met middelpunt O en straal 2 volgens de 
De cirkel c met middelpunt F gaat door P. bewegingsvergelijkingen 
In figuur 1 is deze situatie voor een bepaalde waarde van p getekend. x(É) = 2 cos(t) 
, met 0 <t<n 
\ y(f) = 2 sin(t) 


figuur 1 


Tegen de zijde AP van driehoek OAP ligt een vierkant ARQP. Dit vierkant ligt buiten 
driehoek OAP. Punt S is het snijpunt van de diagonalen van vierkant ARQP. 
In figuur 1 is de situatie op de tijdstippen t= 1 en t= 2 weergegeven. 


figuur 1 
t=2 


O 
t=1 
0 D O R 
P P 
Voor de lengte van de straal FP van de cirkel geldt: FP = ze? +2, 
R 
12 Bewijs dit. 
(0) A (0) A 


Punt P'is de loodrechte projectie van P op de x-as en lijn m is de middelloodlijn van 


lijnstuk PP”. 
Afhankelijk van de positie van punt P op de parabool hebben c en m nul, één of twee en 1 + cos(f) + sin(t) 
punten gemeenschappelijk. In figuur 2 is de situatie getekend waarin m en de cirkel Er geldt: OS = ( 1 — cosíf) + ged 
elkaar op de y-as raken. 
14 Bewijs dit. 

figuur 2 

5 In figuur 2 is een deel getekend van figuur 2 

5 de baan waarover S beweegt tijdens fo) 


de beweging van punt P. 
Figuur 2 doet vermoeden dat 
de baan van S een cirkel is met 
middelpunt M(1, 1). 

15 Bewijs dat de afstand van S tot 
het punt M(1,1) constant is. 


m 


13 Bereken exact de waarde van p voor de in figuur 2 getekende situatie. 


130 OThiemeMeulenhoff OThiemeMeulenhoff 131 


Oefenen op onderwerp Examenbundel 2022 | 2023 Wiskunde B vwo 5 Meetkunde 


Een driehoek draaiend over een cirkel Vier vierkanten 
nnn nn 
Gegeven is de cirkel met vergelijking figuur 1 Gegeven zijn twee vierkanten, één figuur 1 
(x— 1)? + y? = 1. Voor elke waarde van a is met zijde p en één met zijde q. De 
gegeven de lijn met vergelijking y = ax. y vierkanten hebben één hoekpunt 
Elk van deze lijnen snijdt de cirkel in twee gemeenschappelijk. 
punten, namelijk in O en S. De coördinaten S, De hoeken die de zijden van de 
van S zijn afhankelijk van a. vierkanten met elkaar maken in het 
on en gemeenschappelijke hoekpunt noemen 

De vector SP is het beeld van SO bij een we a en B. Zie figuur 1. 
rotatie om S over 90°. Zie figuur 1, waarin ook 0 
driehoek OPS is weergegeven. Á 
Voor de coördinaten van P geldt: 
xp= A2 en y _ 2a-2 

a +1 Pp a?+1 


16 Bewijs dat deze formules voor xp en yp correct zijn. 


Bij elke waarde van a hoort een positie van P. In figuur 2 en figuur 3 is voor twee 
waarden van a deze positie getekend. Als a varieert, beweegt P over een cirkel door O. 
Deze cirkel is gestippeld getekend. 


nds asha Figuur 2 is een uitbreiding van figuur 1. Er zijn twee vierkanten toegevoegd: 


— een vierkant met zijde r dat met elk van de vierkanten uit figuur 1 één hoekpunt 
gemeenschappelijk heeft; 

— een vierkant met zijde s dat met elk van de vierkanten uit figuur 1 één hoekpunt 
gemeenschappelijk heeft. 


id Je 


figuur 2 


h, 
17 Stel van de gestippelde cirkel een vergelijking op. 
Er is een waarde van a waarvoor xp maximaal is. 
18 Bereken exact deze waarde van a. 


In figuur 2 zijn de vierkanten met zijden p en q lichtgrijs gekleurd; van elk van de 
vierkanten met zijden ren s is de helft donkergrijs gekleurd. 

19 Bewijs dat de totale oppervlakte van de lichtgrijze delen gelijk is aan de totale 
oppervlakte van de donkergrijze delen. 
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Punt bewegend over een lijn 


Lijn kis de lijn met vectorvoorstelling figuur 1 


X\ _ (2 4 y 
D=) +15) 
Punt P beweegt over lijn k. 


Lijn m gaat door de punten A(O, 2) 
en B(6, 0). Zie figuur 1. 


20 Bereken exact de coördinaten van P 
in de situatie dat AP = BP. 


Er zijn twee posities van P waarvoor een cirkel met middelpunt P bestaat die zowel 
raakt aan de y-as als aan lijn m. In figuur 2 zijn deze twee cirkels getekend. 


figuur 2 


y 


21 Bereken van beide cirkels de straal. Rond je antwoord af op twee decimalen. 
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Hints bij hoofdstuk 5 


Let op het verband tussen de grote driehoek, de kleine driehoeken en het vierkant. 
Invullen. 

Maak een schets. Bereken het snijpunt van lijn m en lijn / (door O, loodrecht op m). 
Gebruik gelijkvormige driehoeken. 

Sinusregel. 

Gebruik sinus- en/of cosinusregel. 


Cirkel, hoek van 90° dus Thales of loodrecht dus product richtingscoëfficiënten 
is —1. 


Gelijkbenige driehoek met AB = AC dus Ben Cliggen op een cirkel met 
middelpunt A. 


Maak een schets. 


Noem punt P(O, y). Loodrecht: dus product van de richtingscoëfficiënten is —1. 


De middelloodlijn van RS gaat door M en staat loodrecht op AB. Gebruik de 
vergelijking (of vectorvoorstelling) van de middelloodlijn, de gelijkbenige ARMS en 
Pythagoras. 


Pligt op de parabool en F(0,4). Gebruik Pythagoras (Ax)? + (Ay)? 


Bepaal de middelloodlijn met behulp van de coördinaten van P. De middelloodlijn 
raakt de cirkel in het laagste punt van de cirkel. Geef de coördinaten van dit punt 
(uitgedrukt in p). 


> ER en md 
OA en OP zijn bekend, noteer ze als vector. Ga na hoe de vector OS opgebouwd 
kan worden uit OA en OP. 


MS = (Ax)? + (Ay)?. 


Vectoren zijn even lang en staan loodrecht op elkaar, dus (5) JL WEL 


Bepaal drie punten op de cirkel. Het snijpunt van de middelloodlijnen is het 
middelpunt. 


Maximaal, dus afgeleide = 0. Gebruik de quotiëntregel. 
Denk aan het gebruik van de cosinusregel om ren s uit te drukken in p en q. 
Er moet gelden |AP] = [BP], denk aan AP? = (Ax)? + (Ay)? 


|ax+ by — cl 


De formule voor afstand van punt P(x, y) tot lijn ax + by= cis d(P, I) = 
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U itwerkingen bij hoofdstuk 5 3 Maak een schets. Bepaal de coördinaten van het spiegelpunt P van O door de lijn | te 
nemen door O die loodrecht op AB staat. 


En On je b 
Een gelijkbenige, rechthoekige driehoek met daarin een cirkel ús a Ge ade E a 


Lis lijn loodrecht op m door (O, 0), dus richtingsvector lis ke) dus 


FD) =(6)+20) 


len msnijden geeft b-(Ab) +a: (Xa) = ab dus \:(b?+a°) = ab dus X\ = a 


1 Analyse: maak een tekening en geef daar bekende afstanden 
(in dit geval ren a) in aan. 


Kijk naar de oppervlakte van de kleine driehoek: 
AMPA = AMRA = AMOB = AMRB dus 
4 « oppervlakte AMPA = oppervlakte OAB — oppervlakte OPMO 


a? +b? 


ab? 
i =d p =1 42 ad (X\_ (0 ab __(b\_|a’+b? 
Oppervlakte grote driehoek OAB = pj OA: OB = za dus OS = (5) = 0 + + H (£) =| zb 
Oppervlakte OPMO = r? RN 
2 
Oppervlakte AMPA (grijze driehoek) = IE PA: PM = E ‘(a-r)-r 289 7 
> > > b +a 
É OP =2: OS dus OP = 
Bovenstaande gegevens combineren geeft: 2a?b 
sal, rs dat b? + a? 
4 2 (a-r)-r= za -r 
dus artan reder? aus lol (2225) (220) teer EE 
2 2 2 2 2 2}2 2 2 
dus 2ar-2r°=da?-r° dus Ja? -2ar=-r° dus a°-4ar=-2r? a'+b a'+b (a”+b°) a“ +b 
kwadraatsplitsen geeft (a—2r)?-4r? =-2r? dus (a-2r)? =2r? dus 2abNa?+b? _ _ 2ab 
2 2 7 
a-2r=aN2r? =arl2 dus a=2r+ 2 a'+b va’ + b? 
Conclusie: a= 2r + r\2 AB = Le) dus |ABl = va? + p? 


Opmerking: a= 2r— rN\2 = 0,6: r vervalt, want dan wordt a<r 
Conclusie: lop] : lag! __2ab va?+b? =2ab 


Spiegelen 
4 Maak een schets. Maak gebruik van gelijkvormigheid en Pythagoras. 
2 Vul de punten in. Teken in de schets de stralen van de cirkels naar de raaklijnen en de verbinding van de 
Ala, 0) invullen in invullen in Aal 1 geeft 2,04 en dit klopt middelpunten. Teken PM evenwijdig aan EA. 
in 4 8 In de schets is MN gelijk aan de som van de stralen =3 +1 =4 
geeft 25 = 1 en dit klopt NP gelijk aan 2 


PM =N4?-2? = N12 (Pythagoras, want ZP= ZE = 90°) 


B(O, b) invullen in Zake 1 geeft Ehr de 1 en dit klopt 
d ZNMP = ZNAE (F-hoeken) en ZMNP= ZANE (zelfde hoek) 


a 


ie: ï Xl 
Conclusie: Aen Bliggen op 5 rin 1 dus ANMP — ANAE (want hh) 
Opmerking: dit kan gebruikt worden bij vraag 3. Dus NE = En n en dus 5 = a n ue dus 


2:EA=3.N12 dus EA=1d N12 =14- 23 = 33 


Sinusregel en cosinusregel 


B Maak een schets. Je weet een hoek en de overstaande zijde, dus gebruik de sinusregel. 
ZA =180° — 35° — 125° = 20° 


C 
AB _ BC _ AC 8 ___BC 1252 
sinlZC) ‘sin(ZA)  sin(ZBj *S sin{25°)  sin(20) CS E a 
B 
_ 8-sin(20°) _ 
“sinze) T$ 
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6 Maak een schets. Driehoek in cirkel 
eerste methode met de sinusregel: 
AB _ BC _ AC dus AB __ 10___ 14 die Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
sin(ZC) sin(ZA) sin(ZB) sin(ZC) sin(40°) sin(ZB) 
14 - sin(40°) eerste methode met behulp van Thales en middellijn BC: 
sinZB= —_—__—_—= 08999... dus ZB = 64,145° of Analyse: cirkel, hoek van 90° dus Thales. 


10 
ZB = 180°-64,145°= 115,855° 
Als ZB = 64,145° dan geldt ZC= 180 °— 64,145° — 40° = 75,855° en 


AB 10 _ 10- sin(75,855°) 
sin05,855°) — ‘sin(a0®) CS A= sin(40°) 


Als ZB = 115,855° dan geldt ZC= 180 °— 115,855° — 40° = 24,145° en 


= 15,09 


AB 10 _ 10 -sin(24,145°) 
sin{24 1459) = ‘sm(aoe) SYS AB in(409) 


Conclusie: ZB= 64° en c= AB=15,1 of ZB=116° en c= AB=64 


= 6,36 


tweede methode met de cosinusregel en sinusregel: 

ZA is bekend dus gebruik: a? = b?+c?*-2:b:c:cosZA 
102 = 14? +C?-— 2:14: c: cosl(40°) dus 

c°-21,4492- c+ 96 = 0 abc-formule 


—21,4492 + 21,4492° —4- 96 
CS 


dus c= 6,36 of c= 15,09 


2 
en AB 10 14 636 _ 10 _ 14 

ASCARI rz sma smar ez am Emiel 

sin(Z0) = SEE anr =0,4088 dus ZC= 24,13° (LC = 180°-24,13°= 155,87°) 


(kan niet, ga dit na) 
ZB= 180 ° — 24,13° — 40° = 115,87° 


En AB 10 14 15,09 _ 10 _ 14 
SCAD em sn Ez end snel 
sinlZ0) = ind =0,96997 dus ZC= 75,92° of ZC = 104,08° (controleer 


welke hoek voldoet, let op als drie zijden bekend zijn, is er maar één driehoek mogelijk) 
ZC=75,92°dus ZB = 180°-40°-75,92°= 64,08° 


„1509 _ 10 _ 14 5 
controle: nr75,92) = sin{40°) “ ‘sini64,0ee) ’ KOPt 


ZC= 104,08°dus ZB = 180°-40°-104,08°= 35,92° 


15,09 10 14 
trole: = n ? klopt niet. 
CONTOS rn(104,08) — sin(40°) — sin(35,92°) ° “CPE MIS 


Conclusie: ZB= 64° en c= AB=15,1 of ZB=116° en c= AB=64 
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Gegeven zijn cirkel: x? + (y— 3)? = 25 dus M(O, 3) en r= 5 en 
de punten A(4, 0) en B(O, —2) 

Als ZA = 90°, dan liggen Ben Cop de middellijn van de 
cirkel, dus op y-as (Thales). 

B(O, -2) en M(O, 3) dus C(O, 8) 

Conclusie: C(0, 8) (er wordt gevraagd naar één van de 
twee punten C) 


tweede methode met Thales en middellijn AC: 

Analyse: cirkel, loodrecht dus Thales. 

Gegeven zijn cirkel: x? + (y— 3)? = 25 dus M(O, 3) en r=5 en 
de punten A(4, 0) en B(O, -2) 


Als ZB = 90°, dan is middellijn de lijn AC met M(O, 3) op AC (Thales). 


— 4 > 4 
Al4, 0) en M(O, 3) dus AM = ( 8 ) dus ook MC = ( e ) 


> (4 
M(O, 3) en MC = ( 3 ) levert C(—4, 6) 
Conclusie: C(—4, 6) 


derde methode: 
Analyse: loodrecht dus product richtingscoëfficiënten is —1. 


Gegeven zijn A(4, 0) en B(O, -2) dus 
richtingscoëfficiënt lijn door Aen Bis 
Ay _0--2_ 2,1 

AX 4-0 4 2 


FCpa= 


Als ZA = 90°, dan geldt voor richtingscoëfficiënt lijn 
door Aen C: reoc= — 

Lijn AC gaat door A(4, 0) dus y= -2(x-4) 

Voor snijpunt C van cirkel x? + (y— 3)? = 25 en lijn 
door AC: y= -2(x-4) geldt dus: 

xt ((-2(x-4))- 3)? = 25 dus X°+(—2x+5)? = 25 
dus 5x’ —20x+25 = 25 dus x°-4x=0 


Dus x= 0 of x= 4 en invullen in lijn door AC: y= -2(x- 4) levert 


y=8eny=0 
Conclusie: C(O, 8) (want bij y= 0 hoort A(4, 0)) 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Analyse: AB = AC dus B en C liggen op een cirkel met middelpunt A. 


eerste methode met behulp van de cirkel met straal AB en middelpunt A: 


Straal AB =N22+4? = 20 


Vergelijking cirkel met middelpunt A en straal AB is: (x— 4)? + y? = 20. 


(x-4)? + y? = 20 snijden met x? + (y- 3)? = 25: 


(x-—4)? + y? = 20 herschrijven geeft x°-8x+ 16+ y? = 20 dus x°+y? =8Xx+4 


x? + (y-3)? = 25 herschrijven geeft x? + y?-6y+9 = 25 dus Xx + y? =6y+16 
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Dus geldt: 8x + 4 = 6y + 16 dus y= Etn 2 is de lijn die door de snijpunten van de eerste methode met behulp van richtingscoëfficiënten: 

Ï 2 
GESIEAE x-coördinaat snijpunt Sis Ja en y-coördinaat snijpunt is 4/4 — (Le) = 44 — Le dus 
Deze lijn y= 1J 2 snijden met de grote cirkel* x? + (y— 3)? = 25 levert 1 1 

3 Ss zâ, 4 vl 

2 15 -a- 

x+ (lex 2) -3)° = 25 PELT: 
richtingscoëfficiënt OS oen NEE 

Dus xe ltdx-5l?= 25 dus 20 13g xr 25-25 dus zi 130 levert Ax La 

135 5 40 9 8 3 4 1 4 24 2 dijn Aer 
x=0of x= 2ï = 5 SE DE TE =45 dus y=1 zie2= 35 „2=4 richtingscoëfficiënt Se 

In p 4 „2 1 
Conclusie: gevraagde punt is C(4—, 42) 4e? a-la? (4-14?) 
2 loodrecht dus: en i NN dus î Ek =-—1 dus 

* Opmerking: de lijn y = 1x 2 snijden met de kleine cirkel geeft hetzelfde resultaat. zê 78 ze 
tweede methode met behulp van loodlijn door B op AM: 4 (4 - La?) = — a? dus La? =4 
AB = AC dus MA staat loodrecht op BC. dus a=+V8 
iis 2-2 - -Î dus rege= & Conclusie: a = \8 = 22 (a = —\8 vervalt) 


tweede methode met behulp van richtingsvectoren: 


2 
x-coördinaat snijpunt Sis Ja en y-coördinaat snijpunt is 4/4 — (he) = 4 — Le 
laa Le 
dus s (ja 4 ris ) 


Vergelijking van de lijn door B loodrecht op MA 
wordt ved x-2 


ved x-2 snijden met de cirkel x? + (y— 3)? = 25 


ln 
geeft? + (3 -x- 2-3} = 25 dus + (3-5) = 25 Oë = i | 
12 
24123 se Lieske hi 
Dus x +1 GX 135 X+ 25 = 25 dus 2% 13gx=0 
= a _la 
levert x=0of x=45 MÈ = 
4-ha? 


Conclusie: gevraagde punt is cas, 4Â) 
loodrecht dus inproduct = 0, dus 
Loodrecht twee cirkels 


1 
29 1 


—a _— 
2 
9 Maak een schets. Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. | BR : F BE: = 
4 4 


4 
Ci: C2 


S 
derde methode Pythagoras: 
loodrecht dus OS? +MS? = OM? = a? en OS = SM =2 (straal) dus 22 +2’ = a? 
Conclusie: a= 8 = 22 (a = -N8 vervalt) 
X 


\ LX 
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Conclusie: a= \8 = 2/2 (a = -\8 vervalt) 
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Twee punten LK 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

eerste methode met behulp van de richtingscoëfficiënten: 

Analyse: AP en BP zijn (delen van) lijnen, 90° dus loodrecht. Dus het product van de 
richtingscoëfficiënten van AP en BP moet —1 zijn. Noem het variabele punt P(O, y) en druk 
de richtingen van AP en BP uit in y. Noteer de vergelijking die opgelost moet worden. 
Maak een schets. 


Al-2, 3), B(6, 7) en P(O, y) dus richting AP is y 


1e en richting BP is 

de IN df 
2 —6 

=-—1 dus y?-10y+21 = 12 dus y?—10y+9 = 0 dus 


Product van deze richtingen moet -1 zijn dus =-1 


y--10y+ 21 
—12 


(yy 1) =0 
Conclusie: P(O, 9) en Q(O, 1) 


Dus 


tweede methode met behulp van vectoren: 
Analyse: AP en BP zijn vectoren, 90° dus loodrecht. Dus het inproduct van de 


—_— — 
richtingsvectoren AP en BP moet 0 zijn. Noem het variabele punt P(O, y) en druk de 
richtingen van de vectoren AP en BP uit in y. Noteer de vergelijking die opgelost moet 
worden. Maak een schets. 


Al-2, 3), B(6, 7) en P(O, y) dus richtingsvector AP is be 
Dì: —6 

BP is a) 

Inproduct van deze richtingsvectoren moet 0 zijn dus pa a) : Ma) =0 


3) en richtingsvector 


Dus -12+(y-3)(y-7) =0 dus y2-10y+9 =O dus (y-9W(y-1)=0 
Conclusie: P(O, 9) en O(O, 1) 


derde methode met behulp van Pythagoras: 

Analyse: AP en BP zijn (delen van) lijnen, 90° dus loodrecht. 

Dus moet volgens de stelling van Pythagoras gelden AP? + PB? = AB?. Noem het variabele 
punt P(O, y) en druk de richtingen van AP en BP uit in y. Noteer de vergelijking die 
opgelost moet worden. Maak een schets. 


Al-2, 3), B(6, 7) en P(O, y) dus lengte AP = 42? + (y- 3)? =\?- 6y + 13, 

lengte BP = \(-6}?+(y-7)? = \y-14y+85 en lengte AB = (6-2)? +(7-3)? =\80 
Dus y?-6y+13+y?-14y+85 =80 dus y°—-10y+9=0 dus (y-9Wy-1)=0 
Conclusie: P(O, 9) en Q(O, 1) 


12 
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine 
is niet toegestaan. 

Analyse: de vergelijking van de lijn door AB is op 
te stellen. Driehoek RMS is gelijkbenig want 

RM = SM = straal. De middelloodlijn van RS 

gaat door M. Stel de middelloodlijn van RS 

op. Gebruik de middelloodlijn, de gelijkbenige 
driehoek RMS en Pythagoras om de lengte van 
straal MS te bepalen. 

Al-2, 3) en B(6, 7), dus 
richtingscoêëfficiënt,s = ES = pi 
Vergelijking lijn door AB: y= Xx 


Al-2, 3) levert y= Jx+4 


Middelloodlijn van RS gaat door M(-3, O0) en staat loodrecht op AB. 
Dus richtingscoëfficiënt = —2 

Dus vergelijking middelloodlijn van RS: y= -2x+b door M(-3, 0) levert 
y=-2x-6 


Snijpunt T bepalen met F+ 4 =-2x-6 levert T(-4, 2) 
Afstand MT = \(-4 -3)? + (2 —0)2 = \5 (Pythagoras)* 
Afstand RS = 6(5 dus afstand TS = 4-65 = 35 
Afstand MS = (3/5)? + (5)? = {50 (Pythagoras) 


Conclusie: straal cirkel is 50 
Opmerking: in deze opgave is het resultaat van de vorige opgave niet gebruikt. 


*_ Opmerking: de afstand MT van M tot lijn AB kan ook bepaald worden met behulp van 
de afstandformule. 
Lijn AB is y=Ix+4 oftewel -x+2y—8=0, 


BE E 
dus díM,AB) - 22/8 _ 3+0-8_ 5 _ 5 


MZ 5 745 


Parabool en cirkel 


Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: punt P is een variabel punt: druk de x en y coördinaten van P uit in p. 


Bereken een lengte dus gebruik Pythagoras (Ax)? + (Ay)? 


Pp, $p? +2) en F(O, 4) dus Ax= pen Ay=4-(4p?+2) =p’ +2 


Afstand FP = Ve + (— Ep? +2 = rrd + Je? +4 


12 SA dn ds 1 a, 1 _ 12 
Omdat ($p +2) =P +7P +4 geldt Bar tp t+4=gp +2 


Conclusie: straal is Ep? +2 


Opmerking: formules voor FP en P zijn gegeven. Deze formules kunnen in de volgende 
opgave gebruikt worden. 
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Vierkant op een driehoek 


Analyse: genoemd worden middelloodlijn m en cirkel c. Druk lijn m uit in p‚, gebruik 


daarvoor de coördinaten van punt PR Het raakpunt is ook het laagste punt van de cirkel, 14 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
druk de coördinaten van dit punt uit in p. Gebruik daarvoor de formule van de straal. Analyse: ga na hoe de vector os opgebouwd kan worden door middel van de gegeven 
eerste methode met behulp van laagste punt cirkel ligt op middelloodlijn: vectoren OA en OP. 
12 1-12 nn i 
P(p, zp +2) dus lengte PP’ = gp +2 lengte FP (zie onderdeel 16) Di S en OP = E ge) zin bekend 
Ee Î . … 5 f Ee: 05: sin 
Lijn m is de middelloodlijn van PP’, dus loopt halverwege PP’, dus m:y = zeP +1 a a ze 7e Bend zE En 
Laagste punt van cirkel c ligt één straal onder middelpunt F(O, 4) dus y-coördinaat is ae 7 en Et en E eni ik haan 
z4-(1p?+2) 2 AS= HAP + PO) AP en PO beiden nog niet bekend 
ne AP=AÖ+OP=-OA+OP=OP-OÂ OA en OP beiden bekend, dus AP i 
Als lijn m en de cirkel elkaar raken moet gelden --p?+1 =4-(dp?+2) 7 ii nic n Ee zak hea nee AE 
16 8 ook bekend 
12 =2-_12 Bed 2_ 16 
Dis ref aaa 8P dus 16 1 SR 3 4 [pal = lap en PÒ 1 AP (want vierkant) AP is bekend dus Pd is nu ook bekend 
erp dn -4 i en 
Conclusie: p = 5 (of p= 33) (negatieve waarden van p vervallen) Uitreger 3 volgt: AP = OP - OA " ks a E (2) u Ë cosíf) £) Q 
2 sin(t) 0) 2 sin(t) 6 
tweede methode met behulp van vergelijking cirkel: Úitrenel 4velgt Pò E (£ sin(t) ) m R 
straal cirkel = 5p?+2 = lengte FP (zie onderdeel 16) en F(O, 4) is middelpunt cirkel. p —2cos(t) +2 SN 
5 Uit regel 2 volgt: 
ET . . 2 n 2 ee 1 2 
Dus vergelijking cirkel is x? + (y—4) (5e +2) EAP PÖ-1 2oos(i}-2\ ‚ (2sin(d teerde 
P(p, 5p?+ 2) dus lengte PP'= zo? +2. Lijn m is de middelloodlijn van PP’, dus 72 —_2\\2 sin(s) -2eos(d+2/)  \sin(t—cos(t) +1 
" nn ded A2 N B n . 3 
loopt halverwege PP’, dus m:y = ep +1 Dus (0, ep + 1) ligt dus op de cirkel. kwaden veter oë E OA +AS re E n he 1 den) E ( + cos(t) den 
0 sin(t) — cos(t) + 1 1 —coslt) + sin(t) 
Invullen geeft í 
2 2 2 2 bondisie: O8 = fi + cos(t) + dai 
02+(5P?+1-4) =($P°+2) dus (GP? -3) =(4P?+2) dus ' 1 —cos(t) + sin(f) 
1 2 zes Mt mselle? 
TeP — ds gP + 2 of 1eP 3 gP + 2) 15 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
ep? =-—1 (geen oplossing) of Zp? =1 Analyse: de afstand tussen de punten S en M moet constant zijn. Bereken deze afstand 
2_ 16 met behulp van Pythagoras. 
ET S= (1 +cos(f) + sin(t),1 — cos(t) + sin(t)) en M= (1, 1) 
Conclusie: p = En (of p= 543) (negatieve waarden van p vervallen) Voor de horizontale en verticale afstand tussen Men S geldt: Ax = cos(t) + sin(t) en 
3 Ay = -cos(t) + sin(t) 

IMS] = \(eos(t) + sin(t))? + (-cos(t) + sin(t))? 

IMS] = leos(t)? +2 sin(t) cos(t) + (sin(t))? + (cos(t))? — 2 sin(t) cos(t) + (sin(t))? = 

\leos(t))? + (sin(f))? + (cos(t))? + (sin(t))? = {2 

Conclusie: IMS] = {2 dus de afstand tussen S en M is constant. 

Een driehoek draaiend over een cirkel 

16 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
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Analyse: loodrechte vectoren die even lang zijn, maak gebruik van (5) L (ek 


De twee componenten van de vectoren kunnen xs en ys genoemd worden. Bepaal 
het snijpunt S(x,y) van cirkel en lijn. Druk xp en yp uit in Xs en ys 


Gegeven zijn cirkel: (x— 1)? + y? = 1 en de lijn y= ax 
Voor snijpunt S geldt dus: (x— 1)? + (ax)? = 1 
Coördinaten S bepalen dus los op: x?-2x+1+a?x?=1 dus X°-2x+a°x? =0 dus 
x(X-2+a°X)=0 
Dus geldt: x= 0 (oorsprong) of x-2+a°x=0 
2 2 


X+a°X=2 dus X(1 +4°) = 2 en dus x,= 7= en 
1+a a“ +1 
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2 2a 
z=ax=a = 
ue 1+a? a?+1 
2 
== Xs a2+1 pgr 4 gd a 
S=( ) en OS 1 SP en ze zijn even lang, dus 
Ys 2a 
a? +1 
2a 
2 
sP-( 5) a+] len OP = O8 + SP dus 
Xs 2 
a’ +1 


Xp = Xs t Ys EN Yo = Ys Xs 


2 2a 2a+2 
X= Xt Ye = 
p= %tVs a?+1 a?+1 a°+1 
2a 2 2a-2 
= —X. = — = 

Vp = Va" Xe a?+1 a?+1 a?°+1 
: 2a+2 2a-2 

Conclusie: x, = n 
p 2 1 Yp a2+1 


Analyse: als drie punten van de cirkel bekend zijn, kan het middelpunt van de cirkel 
bepaald worden met behulp van de middelloodlijnen. 

Opmerking: er zijn twee formules gegeven voor de x en y coördinaten van punt P op de 
gevraagde cirkel. Dit gegeven kan in deze opgave gebruikt worden. 


eerste methode met behulp van de snijpunten van de cirkel met de twee assen: 


De snijpunten met de assen bepalen met behulp van x, = Dn en y,= Se 
Snijpunten x-as bepalen met y, = 0 dus EE =0 dus 2a-2=0dusa=1 dus 
Xp =2(enxp =0) 

Snijpunten y-as bepalen met x, = 0 dus Dn =0 dus 2a+2=0 dus a=-1 dus 


Yp =-2(enyp =0) 

Drie punten van de cirkel zijn nu (O, 0), (2, 0) en (O, —2). 
Middelloodlijn van (O, 0) en (2, 0) is x= 1. 

Middelloodlijn van (0, 0) en (0, —2) is y= —1 

Snijpunt van de middelloodlijnen is het middelpunt is dus M(1, —1) 
Straal = MO = 2 (Pythagoras) 

Conclusie: gevraagde cirkel is (x— 1)? +(y+ 1)? =2 


tweede methode met behulp van drie punten van de cirkel: 
(0, 0) is een punt van de cirkel, twee andere punten bepalen met behulp van 
2a+2 PRIDE 2a-2 

241 Datel 


p 


Neem bijvoorbeeld a = 0: x= 2-0+2_ 2eny= 20E —2, dus cirkel door (2, —2) 
02 +1 02+1 
Neem bijvoorbeeld a = 1: x= Er =2eny= En = 0, dus cirkel door (2, 0) 
+ + 


Drie punten van de cirkel zijn nu (O, 0), (2, -2) en (2, 0). 


Middelloodlijn van (0, 0) en (2, -2) is y= x-— 2 en middelloodlijn van (O, 0) en (2, 0) is 


=d. 

Snijpunt van de middelloodlijnen y= x—2en x=1 is M(1, 1) 
Straal = MO = \2 (Pythagoras) 

Conclusie: gevraagde cirkel is (x— 1)? +(y+ 1)? =2 
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode: 
Analyse: maximaal dus afgeleide gelijkstellen aan 0. Quotiëntregel. 


2 _— . 
x= dat? dis x= 2(4a° +1) EEn 2a 
a +1 (af +1) 
2(a° +1) -(2a+2)-2a 
(a? +1)? 


(a+1)2-2=0dus(a+1)?=2dusa=-1+2N2 


=0 dus -2a?-4a+2=0dusa?+2a-1=0 


Top dus 


Conclusie: xp is maximaal als a= —1 + v2 
Opmerking: in plaats van kwadraat afsplitsen mag ook de abc-formule gebruikt worden. 


tweede methode: 


Analyse: de vergelijking van de cirkel is bekend. Daarmee kan de maximale waarde van xp 


bepaald worden. 
Cirkel (x— 1)? + (y+ 1)? = 2 heeft middelpunt M(1, -1) en straal V2 
Dus maximale xp is 1 + 2 
Dus moet voor de maximale xp gelden dat: dgn =1+V2, 
a+ 
kruislings vermenigvuldigen geeft: 
2a+2=(14+ 2 a? +1) =a tat. N2+1+N2endus(1+V2)-a?-2a+V2-1=0 
abc-formule: 


_ 24-4142): (N2-1)  24V4-4:(N2-1+2-N2)  2aN4-4) 4 


412 


2-(1+V2) 2-(1+V2) TO 2-(14N2) 142 
1 1 1-2 1-2 
= = . ene =-1 2 
Na Taz taz 1-2 -1 ain 


Conclusie: xp is maximaal als a= —1 +2 


derde methode: 

Analyse: de vergelijking van de cirkel is bekend. De maximale waarde van xp wordt 
bepaaldalsy=-1. 

Cirkel (x— 1)? + (y+ 1)? = 2 heeft middelpunt M(1, 1) en straal 2 

Dus maximale xp als y= 1 


Dus moet gelden dat: Te = —1, kruislings vermenigvuldigen geeft: 
a+ 


2a-2=-a?-1endusa?+2a-1=0 
abc-formule: 


Zev 28 2e2_ 7 


dT 2 EE 2 


2 is maximaal als a= —1 +2 (en minimaal als a = —1 —V2) 


P_ a+ 


Conclusie: xp is maximaal als a= —1 +2 
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Vier vierkanten 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Analyse: gelijke oppervlaktes dus gr + js = p? + q° Driehoeken gegeven met alle 


zijden en één hoek, denk aan gebruik van cosinusregel. 
Voor de lichtgrijs gekleurde vierkanten geldt: oppervlakte = p? + q° p 


Voor de donkergrijze driehoeken geldt: oppervlakte = gr +Ls? # 
1 1 


Te bewijzen: p?+q° = ze js , 


ren s uitdrukken in pen q. 
Volgens de cosinusregel in de witte driehoeken geldt: 
r=p?+q?-2pq: cos(o) (zie tekening) en 
s° =p? +q’-2pq:cos(B) 
Omdat B = 360°—-90°-90°-a = 180°-—a geldt s? = p? + q° —2pq: cos(180°-—0) 
Omdat cos(180°-—a) = -cos(a) geldt verder s? = p? + q?+2pgq: cos(a) 
1 


Dus Fra ds? = Jlp?+ q?-2pgq: cos(o)) +L(p?+ q?+2pgq: cos(a)) = p? + q° 


Conclusie: p? + q? = zr +Ls? dus de oppervlaktes zijn gelijk. 


Punt bewegend over een lijn 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

eerste methode met behulp van Pythagoras: 

Analyse: P ligt op de getekende lijn en er moet gelden [AP] = [BP]/. Afstanden, dus denk aan 
Pythagoras. 

A(O, 2), B(6, 0) en P(2 + 4t, 1 + 5) 

Pythagoras 


AP? = (Ax)? + (Ay)? =(2+4t-0)?+(1+5t- 2)? = (2+4t)?+(5t- 1)? en 
BP? =(Ax)? + (Ay)? =(2+4t-—6)?+(1+5t-—0)? = (4-4)? + (1 +54)? 
|AP[ = [BP] dus (2 +41)? +(5t— 1)? = (4-4)? +(1 +51)? 

dus 4+16t+16f2+25t2—10f+25 = 162 —32t4+16+1 + 10t+ 25 f? 


dus 28t= 12 dus t= 


Conclusie: invullen levert P33, 31) 


tweede methode met behulp van de middelloodlijn en vectorvoorstelling: 
Analyse: P ligt op de getekende lijn en P ligt op de middelloodlijn van AB. 


A(O, 2), B(6, 0) en dus vectorvoorstelling van AB: 5 n (5) + a(®,) 
en midden van A en Bis (3, 1) 


Dus vectorvoorstelling van middelloodlijn van AB: (,) = ej) + (3) 


1 3 
B 4 4 
ome (9)=()) 
Lijn ken middelloodlijn snijden, dan moet gelden 3+r=2+4ten1+3r=1+b5t 
r=-1+4tinvullen in 1+3r=1+btgeeft 


Dus 1+3(-1+4t)=1+5tdus t=Î 


Conclusie: invullen levert P35, 31) 
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derde methode met behulp van middelloodlijn en vergelijkingen: 
Analyse: P ligt op de getekende lijn en P ligt op de middelloodlijn van AB. 


A(O, 2), B(6, 0) en dus vergelijking van AB: y= Ix+ 2 en midden van Aen Bis (3, 1) 
Vergelijking van middelloodlijn van AB: y= 3x-8 


X\_ (2 4 : é de Hera Ee 
k: ( ) n h ) + (8) dus richtingscoëfficiënt is g 1 ú k door (2, 1) dus 


vergelijking van lijn k: y= 11 

Lijn ken middelloodlijn snijden, dan moet gelden 3x-8 = 1x 15 
7,13 ” =32 

Dus 1X= 7 dus 7x= 26 dus x= 35 

Conclusie: invullen levert P35, 31) 


Rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 
|lax + by — cl 


va? + b? 


Lijn m gaat door A(O, 2), B(6, 0) heeft als vergelijking y= IX 2 herschrijven tot 


Analyse: afstand dus denk aan afstand van punt tot lijn ax + by =c is d(P‚I) = 


m: X+3y-6=0, 


P ligt op de lijn k (9) = Á 


1 
Voor de afstand d(P, m) geldt 


_[Xe+3yp-6l _ (2+4D +301 +5t-6| _ It — 1l 
12 + 32 12 + 32 10 


De afstand van Ptot de y-as is d(P, y-as) = 2 + 4t 


) +8) dus x=2+4ten y=1+bt 


d(P, m) 


Nt — 1| 
Er moet gelden d(P, y-as) = d(P, m) dus 2+4t= 
v10 
Oplossen met grafische rekenmachine KEE 
Vazabsl19K-12/TC10) 
St — 11 
=2+4xeny,= 
Ya Y2 io 


Kies WINDOW bijvoorbeeld [-3, 4] x [-1,10] geeft 
t=—0,17 of t= 1,15 
Invullen in d(P, y-as) =2 + 4t (is straal cirkel) levert Kriersssrign Y=6.613247 
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straal is ongeveer 1,33 en straal is ongeveer 6,61 
Conclusie: straal is ongeveer 1,33 en straal is ongeveer 6,61 
Let op het gevraagde aantal decimalen. 
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Examen 2018-l 


Bewegend punt 
De beweging van een punt P figuur 


wordt gegeven door de volgende 
bewegingsvergelijkingen: 


x(t=1-t? 

y(bj=(1 + 1 
In de figuur is de baan van P 
weergegeven. 


De baan van P snijdt de y-as in de oorsprong O en in punt A. 
Zie de figuur. 
1 Bereken exact de snelheid waarmee P door punt A gaat. 


Voor elke waarde van t bevindt P zich op de kromme met vergelijking: 


(x+ y= 4y 
2 Bewijs dit. 


4p 


3p 


Sp 


Examens met uitwerkingen Examenbundel 2022 | 2023 


Lijn door de toppen 
Voor elke waarde van a met a > OQ wordt de functie f, gegeven door f, (x) = xe®”. 


De afgeleide functie f,' wordt gegeven door f‚'(x) = e“”“ + axe”, 
In figuur 1 zie je voor een aantal waarden van a de grafiek van f,. 


Ook is de lijn / met vergelijking y = Ex weergegeven. 


figuur 1 


Voor elke waarde van a met a > 0 heeft de grafiek van f, precies één top. 
3 Bewijs dat deze top op lijn / ligt. 
De functie F, is gegeven door: 


ü 1 


Fx) = Fn xe” — Pa 


Fis een primitieve van f,. 
4 Bewijs dat F, inderdaad een primitieve van f, is. 


Voor f‚ geldt f(x) = xe“. In figuur 2 is de grafiek van f, getekend, en ook lijn /. 
Het vlakdeel tussen lijn len de grafiek van f, is grijs gemaakt. 


figuur 2 


5 Bereken exact de oppervlakte van het grijze vlakdeel. 
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Zwaartepunt en rakende cirkels 


Gegeven is cirkel c met middelpunt M (14, 8) en straal 10. Deze cirkel snijdt de x-as 
in de punten A en B met x, < Xg. Zie figuur 1. 

In A bevindt zich een puntmassa met massa 3, in B een puntmassa met massa 1 en 
in M een puntmassa met massa 2. 


figuur 1 


y 


Bereken exact de coördinaten van het zwaartepunt van deze drie puntmassa's. 


De cirkel d met middelpunt N raakt de y-as in de oorsprong O en raakt cirkel c zoals 
weergegeven in figuur 2. 


figuur 2 


y 


7 Bereken exact de straal van cirkel d. Je kunt hierbij gebruikmaken van de figuur op de 


uitwerkbijlage achteraan dit examen. 
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Maxima en minima 


De functie f wordt gegeven door f (x) = 6sin(x) — cos(2x). 


De grafiek van f heeft oneindig veel toppen. 
Bereken exact de x-coördinaten van alle toppen van de grafiek van f. 


Een van de toppen is het punt P (15 n,— 5). 


De grafiek van f is symmetrisch ten opzichte van de verticale lijn door P. 


Boven P wordt een horizontaal lijnstuk van lengte 2 geplaatst, waarvan de eindpunten 
op de grafiek van f liggen. Zie de figuur. 


figuur 


} 


9 Bereken de afstand van P tot het horizontale lijnstuk. Rond je eindantwoord af op 


twee decimalen. 
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Sheffield Winter Garden 


Voor elke waarde van k met k > 0 wordt de functie f, gegeven door: 


6,0) =p (e“+e®) 


De grafiek van f, wordt een kettinglijn genoemd. 


Op de grafiek van f, worden twee punten P en Q met gelijke y-coördinaat gekozen. 
De lengte van het deel van de kettinglijn tussen P en Q noemen we /. De top T van 
de kettinglijn ligt op de y-as. De afstand van 7 tot de horizontale lijn PQ noemen we d. 
Zie figuur 1. 


8d figuur 1 
Er geldt: k= 
r ge d 1 nn Ad? 

P 

In figuur 1 is voor k=0, 7, Xp=-3en ae 9 

Xa= 3 het bijbehorende deel van de kettinglijn Ì 

getekend. 

Bereken voor de situatie van figuur 1 de lengte | | 

van het deel van de kettinglijn tussen Pen Q. 

Rond je eindantwoord af op twee decimalen. f | 
| …0,7, | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 

=3 3 X 
Als het deel van de grafiek van f, tussen foto 


Pen Q wordt gespiegeld in de x-as en 
vervolgens omhoog wordt geschoven, 
ontstaat een boog. 


Bij de bouw van de Sheffield Winter 
Garden, een in 2003 geopende plantenkas, 
is gebruikgemaakt van dergelijke bogen. 
Zie de foto. 


De ontwerpers hebben een tekening figuur 2 
gemaakt van het vooraanzicht van het gebouw. 

Dit vooraanzicht bestaat uit acht bogen. 

Zie figuur 2. In de rest van deze opgave kijken 

we naar de grootste boog. Deze boog is in 

figuur 2 dikker gedrukt. 


Voor de grootste boog in deze tekening geldt: 
— de lengte van de boog is 49,63 meter; 
— het hoogste punt van de boog bevindt zich 20,51 meter boven de grond. 
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Bij deze grootste boog gaan we een functievoorschrift opstellen. We kiezen daartoe 4p 
een assenstelsel waarbij de x-as door de onderste punten van de boog gaat en de 

top van de boog op de y-as ligt. 

De eenheden langs de assen zijn meters. 


In dit assenstelsel wordt de boog weergegeven door de grafiek van een functie h. 

De grafiek van deze functie h ontstaat door de grafiek van een functie f, te spiegelen 

in de x-as en de beeldgrafiek vervolgens omhoog te schuiven. 

Er is precies één waarde van k waarvoor de beeldgrafiek de juiste lengte en hoogte 4p 
heeft. 

Stel een functievoorschrift op van h. Rond de getallen in je eindantwoord af op twee 

decimalen. 


Natuurlijke logaritme van de wortel 


De functie f wordt gegeven door f(x) = In (x). 


Deze functie heeft een inverse functie fY. Er geldt: f(x) = e”* 
Bewijs dat inderdaad geldt fi"’(x) = e”* 


De grafiek van f°"“ wordt ten opzichte van de x-as met factor 5 vermenigvuldigd. 

Zo ontstaat de grafiek van de functie g. 

Elke verticale lijn rechts van de y-as snijdt de grafiek van fin één punt en de grafiek 
van g in één punt. Het lijnstuk tussen deze twee punten heeft een lengte die afhangt 
van de plaats van de verticale lijn. Zie de figuur. 


figuur 


4p 
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13 Bereken de minimale lengte van het lijnstuk. Rond je eindantwoord af op drie 
decimalen. 


De functie h wordt gegeven door: 


De grafiek van h heeft rechts van de y-as één perforatie. 
14 Bereken exact de coördinaten van deze perforatie. 


Vierkant onder grafiek 


Voor x > 0 wordt de functie f gegeven door f(x) = 2. 


In de figuur is de grafiek van f getekend. Onder de grafiek is een vierkant getekend 
met twee zijden evenwijdig aan de x-as en twee zijden evenwijdig aan de y-as. 


figuur 


y 


Het vierkant heeft linksonder hoekpunt (1, 0). Het hoekpunt rechtsboven ligt op de 
grafiek van f. 


15 Bereken exact de lengte van de zijde van het vierkant. 


159 


Sp 


4p 


16 


Examens met uitwerkingen Examenbundel 2022 | 2023 


Twee vierkanten op een kwartcirkel 

Gegeven zijn de punten A (1, 0) en B (O, 1). Punt C bevindt zich op de kwartcirkel 
door A en B met middelpunt O (O, 0). Op de lijnstukken AC en BC worden twee 
vierkanten ADEC en BCFG getekend. Zie figuur 1. 


figuur 1 


VIG 


O0 
De grootte van hoek AOC (in radialen) noemen we f, met 0 <t < } n. 
Punt C heeft dus coördinaten (cos(t)‚ sin(f)). 

Er is een waarde van t waarvoor de oppervlakte van vierkant ADEC twee keer zo 
groot is als de oppervlakte van vierkant BCFG. 


Bereken deze waarde van f. Rond je eindantwoord af op twee decimalen. 


In figuur 2 is de situatie van figuur 1 uitgebreid met vector OF. 
Deze figuur staat vergroot op de uitwerkbijlage. 


figuur 2 


VL G 


O 


1 =sin(t) + Ea 


Voor elke waarde van t met 0 <t <in geldt: OF = ( sin(b) + cos(f) 


17 Bewijs dit. Je kunt hierbij gebruikmaken van de figuur op de uitwerkbijlage. 
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Hints bij examen 2018-l 


Gebruik de formule voor de snelheid v(t) = \x'(t)?+ y'(t? in punt A. 


Substitueer x(t) =1-t?en lt) = (1 +4)? in de gegeven formule. f 
p 

De afgeleide functie is gegeven. Top dus voor x} geldt f'(x) = 0. Bereken eerst de 

coördinaten van de top uitgedrukt in a. 

Bewijs dat F(x) = f‚(x). 


Oppervlakte, dus gebruik: = [(bovenste — onderste) dx. 

De primitieve van f(x) is gegèven bij onderdeel 4. 

Bereken eerst de coördinaten van Aen B. De massa's verhouden zich als 3: 1 : 2, 
dus voor het zwaartepunt Z geldt: OZ = st OA + en OB + BE OZ 


Teken vanuit M een loodlijn MS op de x-as. Bekijk de rechthoekige driehoek MNS. 4p 


Alle x-coördinaten van de toppen berekenen, dus gebruik afgeleide = 0. 
Maak gebruik van de formule sin(2t) = 2 sin(t) cos(t) 


Maak gebruik van de gegeven symmetrie. Teken de verticale lijn door Pen noem 
de snijpunten van het horizontale lijnstuk met de grafiek A en B. De afstand 
tussen Aen Bis 2. Dus de afstand tussen A en de verticale lijn is 1. Bepaal de 
x-coördinaat van A. 


kis bekend, /wordt gevraagd. Bereken d met behulp van de top en de punten P of O. 
Spiegelen in de x-as en omhoog schuiven dus h(x) = -flx) + c. 

Ga na dat /= 49,63, h(O) = d= 20,51 (want top op de y-as). 

Verwissel xen yen herleid tot y = 

Bereken, dus de grafische rekenmachine mag gebruikt worden. 

Perforatie, dus er geldt teller = 0 en noemer = 0. 


Noem bijvoorbeeld het hoekpunt rechtsonder (1 + a, 0) en ga na wat nu de 
y-coördinaat is van het hoekpunt rechtsboven. Welke vergelijking moet opgelost 
worden? 


Bereken de lengte van AC en de lengte van BC. De coördinaten van A, Cen B zijn AR 


bekend, denk bijvoorbeeld aan Pythagoras. 


age dend 


en 4 Da me 4 
Maak gebruik van CB = CO + OB =-0C+ OB = OB — OC. 


e) over —-90° geeft 20) 


Hint: roteren van je 
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Uitwerkingen bij examen 2018-l 


Bewegend punt 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: genoemd wordt punt A, dus bereken punt A. Genoemd wordt de snelheid, 


dus gebruik UI = XD + y'1? 

Aligt op de y-as, dus geldt x(t) = 0, dus 1-— = 0, dus t=1 of t= 1 
t=-1 hoort bij Oen t= 1 hoort bij A [1p] 

x(t) =1- f dus x(t) = -2t 

yt)=(1+t)?=14+2t+t dus y(t) =2+2t [pl 

x'(1)=-2 en y'(1) = 4 [1p] 


Conclusie: de gevraagde snelheid is (1) = (- 2)? +4? = 20 (= 25) (1p] 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: formule is gegeven, daar kan gebruik van gemaakt worden. 

eerste methode met behulp van substitutie: 

(x+ y)? = Ay is gegeven. Vervang xen y met behulp van x(t) =1- fen y(t) = (1 +1)? 
Dit levert (1 — #2) +(1+4)2)}?=4 (1 +? 1p] 

Dus ((1- #2) +(1+2t+ £))? =4- (14+? 

Dus (1-#+1+2t+t2)?=4.(1+2t+ F) [1p] 

Dus (2+2t)? =4+8t+4f en dit klopt voor elke waarde van t. [1p] 

Conclusie: voor elke waarde van t geldt (x+ y)° = 4y [1p] 


tweede methode rechter en linkerkant “naar elkaar toe werken”: 
(x+ y)? = Ay is gegeven. 

x(t) =1- Pen y(t) =(1+d?=1+2t+ f dus [1p] 
X+y=l-Ê+1+2t+=2+2t= 21+) dus [1p] 
(xayZ=(2-(1+t))Z=4(l+tdZen4:y=4:(1+H)? (1p] 


Conclusie: voor elke waarde van t geldt (x+ y)? = 4y [1p] 


Lijn door de toppen 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: top berekenen, dus afgeleide is 0 (afgeleide functie is al gegeven). Vergelijking 
lijn lis gegeven, daar kan gebruik van gemaakt worden. 

eerste methode top berekenen en controleren of de top op de lijn ligt: 

Top, dus voor x; moet gelden f,'(x) = e“”“+ axe” = 0 [1p] 

e“+axe”=0 ese (l+ax)=0ese=0vl+ax=0 


it 
e“”= 0 heeft geen oplossing dus x}= en dus y;=Xx:e”= (5) ze ‚) = 


El 
eee 


Top Ui p zE) invullen in /: y= Ls tevert GE) _1.1 en dit klopt. [1p] 
a ae e ae e a 


Conclusie: de top van f,(x) ligt op de lijn f: y= Ex Ip 
tweede methode a uitdrukken in de x-coördinaat van de top: 


Top, dus voor x; moet gelden f,'(x) = e“”“+ axe“ = 0 [1p] 
e“+axe”=0 ese (l+ax)=0Sse=0vl+ax=0 GE 


X- 
e“”= 0 heeft geen oplossing dus a = 5 en dus y= Xx"e xe) ‘exrel= Pikes [2p] 
T 
Conclusie: de top van f(x) ligt op de lijn f y= Ex Ip 
© ThiemeMeulenhoff 163 


Wiskunde B vwo 


Examen 2018-I UITWERKINGEN 


Examenbundel 2022 | 2023 


UITWERKINGEN 


3p 4 Analyse: primitieve is gegeven, maak daar gebruik van. Primitieve differentiëren moet In A bevindt zich een puntmassa met massa 3, in B met massa 1 en in M met 
f(x) = xe“ opleveren. Combineer kettingregel en productregel. massa 2, dus geldt 
ee 1 a 1 ax Ai EEn : 8 12 
Fx) = ze 2 e“”“ differentiëren door middel van: oz-3. (8) sl, en Pe bed) dus OZ = 5 | rpl 
6 \0 6 \0O 6 \8 25 
H ax j ax Hj 
Afgeleide van e“”“is a: e“”“ (kettingregel) Conclusie: Z= (12, 25) [ip] 
Afgeleide van Lvemis diens tdx.aren= Lent xen (productregel en En 2 
: e 5 8 ii Opmerking: gevraagd wordt naar de coördinaten van Z, dus OZ = 2) is niet het 
vereenvoudigen) [2p] 2E 
correcte antwoord. 3 
Afgeleide van Je is J. aen= Lex (kettingregel en vereenvoudigen) tweede methode bereken A en B met Pythagoras: 
ä 4 De middelloodlijn van AB snijdt de x-as in S. Driehoek AMS heeft zijden 10 en 8 
Dus F‚{x) = Les zen Le* = Xe“ [1p] (zie figuur). 
i 2 _ 2 = = 
Öoneùsier abd fb Dus lengte AS is \10?-8? = {36 = 6 [1p] (Pythagoras) 
Opmerking: uitgaan van de gegeven primitieve en dan controleren of f(x) de afgeleide is, Dus x= 14 -6=8en xj= 14 + 6 = 20 [1p] 
j kkelijker dan het vind de primiti f(x). 
is makkelij ar an het vinden van de primitieve van (x) _ => (8\ == (20 (14 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien gebruikt worden bij de volgende Dus OA = 0) OB = 0 en OM = 8 [pl 
opgave. 
In A bevindt zich een puntmassa met massa 3, in B met 
5p B Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. massa 1 en in M met massa 2, dus geldt 
Xo Xo 
P : 5 ee IT 12 
Analyse: oppervlakte dus gebruik oppervlakte = [(bovenste onderste) dx ju f‚(x)) dx o2 E Ei (8) al, (2) Ln ke die 02 - 5 | te 
ze iiet 5 s : s 6 \0 6 \0O 6 \8 25 
(xs en Xo zijn de x-coördinaten van de snijpunten van de grafieken) 3 
De functie f‚ is gegeven, de primitieve van f, is gegeven. Maak daar gebruik van. Conclusie: Z= (12, 25) [1p] 
1 Hr en Ke nn ix 1 1x X_aX E EN 12 
Primitieve van f,(x) = xe” is F‚(x) = xe es xe“ —e” (zie onderdeel 4) [1p] Opmerking: gevraagd wordt naar de coördinaten van Z, dus OZ = ( 2 2) is niet 
aids Te EE IN 3 
Primitieve van [y= 5 Xx is 26 X° [1p] heten 
Snijpunt S berekenen: xe*= Ex due zede De xe) midi wss = Ke ae Opmerking: in plaats van “Pythagoras” mag ook de “3-4-5 driehoek” genoemd worden. 
nn In(d) = Inte") =-1 {1p) 5p Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
OT aen ee) 7 EE Analyse: ga na welke (rechthoekige) driehoek een rol kan spelen bij dit probleem. Ga 
Cavraaadevenberviskte na waar de gevraagde straal in deze driehoek zit. Maak met behulp van de driehoek 
9 BE (Pythagoras) de vergelijking die opgelost moet worden. y 
Xo 0 0 0 . . 
E NN. A nee IEA en ar Noem de straal van de kleine cirkel r. 
Je Leke Ï alek ) ain Er Ard In n Ee hd De loodlijn vanuit M op de x-as snijdt de x-as in 
_ 11,1 S (14, 0). [1p] 
EN 2e i e tE Driehoek NMS is een rechthoekige driehoek met zijden 
Ren _ 5 NM =10 + r, MS=8en NS= 14 — r [2p] 
OMI SIeE ORDRES zee Er geldt dus (14 — rn)? +8° = (10 + n° [1p] 
Dus 196 — 28r+ r? +64 = 100 + 20r+ r° dus 48r = 160 
Zwaartepunt en rakende cirkels Conclusie: r= 35 [pl 
5p 6 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Analyse: de punten A, B en M worden genoemd, dus bereken de coördinaten van deze 
punten. Zwaartepunt, welke formule gebruik je daarvoor? 

eerste methode bereken A en B met behulp van y = 0: 

M(14, 8) en straal 10 dus c:(x— 14)? + (y—8)? = 100 [1p] 

Aen Bliggen op de x-as dus y= 0 

levert c:(x— 14)? + (0 — 8)? = 100 [1p] 

dus c:(x- 14)? = 36 dus x-14 =6 Vv x- 14 = 6 

dus x, =8 en Xp = 20 [1p] 

ao (8) (2) en (4) 
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Maxima en minima Sheffield Winter Garden 
6p 8 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 4p 10 Bereken, rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 
Analyse: coördinaten toppen dus afgeleide = 0. Gebruik gonio-formules op formuleblad. Analyse: gegeven is de formule die k uitdrukt in len d. 
fx) = 6 sin(x) — cos(2x) dus f'(x) = 6 cos(x) + 2 sin(2x) (kettingregel) Bereken eerst d met behulp van f, ‚en xp =-3 en/of xo = 3. Bereken vervolgens met behulp 
Top dus 6 cos(x) +2 sin(2x) = 0 [2p] (gebruik sin(2t) = 2sin(t)cos(t)) van de formule k de waarde van |. 
dus 6 coslx) = —2 sin(2x) dus 6 coslx) = -4 sin(x) cos(x) [1p] een B e __8:d 
dus cos{x}(6 +4 sin{x)) = 0 [1p] Gegeven zijn k= 0,7, xp=-3en xg=3en k= FP-Af 
dus cos(x) = 0 of sin(x) =-£ = 11 (heeft geen oplossing) [1p] hsb = 1 (eet) == _L_. (e*4 007) 
4 2 i 2-0,7 1,4 
dus cos(x) = 0 dus x= Ent kn [1p] De afstand tussen de top T en de horizontale lijn PO is d, dus d= yp— y; 


d= Ype Yr= fonl-3) — fo7(0) = 5,9204… — 1,42857… = 4,49187 … [1p] 


d= 4,49187.… en k= 0,7 invullen in k= Eer levert 0,7 = RE [1p] 


P-4-4,49187.…? 


algebraïsch oplossen of oplossen met de grafische rekenmachine 


Conclusie: alleen de x-coördinaten worden gevraagd, dus x = Irak (met keen 
geheel getal) 2 

Opmerking: maxima als x =in +2kn levert y=6-—-1=7 minimaals x= An + 2kr 
leverty=-6--1=-5 


y,=0,7 en y,= TEEN en Calc Intersect levert /= 11,491 … [1p] 
4p 9 Bereken, rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. F-4:4,49187 … 
eerste methode door gebruik te maken van symmetrie en de lengte van het horizontale Conclusie: de gevraagde lengte /= 11,49 [1p] 
lijnstuk: Opmerking: let op het aantal decimalen. 


Analyse: de grafiek is symmetrisch rond de lijn x= ‚En. Het getekende horizontale lijnstuk 
5p 11 Rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 
Analyse: spiegelen in de x-as en omhoog schuiven dus h(x) = f(x) + c. 
Gegeven zijn lengte Il = 49,63 en h‚(0) = 20,51 (want top h op y-as). Ook geldt d = 20,51 
(want Pen OQ liggen bij de grafiek van h op de x-as, de top T van h ligt op de y-as). 
Dus y‚ = f(1 Ir —1) =6sin(1 In —1) —-cos(2(1 In —1)) =-3,657 … [3pl Maak gebruik van de formule voor k. 
Vanwege de spiegeling in de x-as en de verticale verschuiving, geldt 


bestaat dus uit twee even lange lijnstukken met lengte 1. 


Punt Ais het linker snijpunt van de horizontale lijn en de grafiek van f(x). 


. 1 
Gegeven is punt Por, —5) Hid=eiees leve) +c (1p) 


Conclusie: de afstand is y‚ — yp = 3,657 … —-5 = 1,342. dus afgerond is dit 1,34 [1p] Het hoogste punt ligt 20,51 boven de grond, dus d= h(O) = 20,51 
Opmerking: let op het aantal decimalen. hlô==fûrte= _ (e elves DRI cen h(O) = 20,51 
2k k d 


tweede methode door een horizontale translatie 2 naar links of 2 naar rechts: dus geldt ook + c= 20,51 [1p] 
Punt Ais het linker snijpunt en Bis het rechter snijpunt van het gegeven horizontale 


lijnstuk en de grafiek van flx). De afstand tussen A en Bis 2, dus voor deze punten BABA Van ADE OEE MANE VONG ODDENS, 


geldt fx) = flx+2) [1p] (oftewel verschuif B twee naar links dan valt B samen met A) UittLE anje 49,63 en d= 20,51 volgt k= 8- 20,51 =0,2102… {pl 
Dus 6 sin(x) —cos(2x) = 6 sin(x+2) —cos(2(x+2)) NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ûl Pad? 49,63? —4- 20,51? 
Oplossen met de grafische rekenmachine, EI ELCEESTPERFE 


Uit + c= 20,51 en k= 0,2102.… volgt — +C= 20,51 en dus c= 25,266.… [1p] 


__ 
0,2102 


Conclusie: h(x) = SCHOT Gs e 021) 4 25,27 =-2,38(et?1* 4e 021X) 4 25,27 [1p] 


Opmerking: let op het aantal decimalen. 


y= 6 sin(x) — cos(2x) en 

yi =6sinlx+2) —cos(2(x+2)) [1p] 

Punt Aen Bliggen onder de x-as, dus de y-coördinaat 
is negatief, dus neem het rechtersnijpunt (zie 
schermafbeelding). 

Calc Intersect, levert x/ = 3,712 … [1plen y= -3,657 … 


Xz3.712389 War3.657961 


Gegeven is punt Pals, B Natuurlijke logaritme van de wortel 

3p 12 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
eerste methode m.b.v. x en y verwisselen en herleiden op y: 
Gegeven flx) = In(\x) dus y= In(\x) dus inverse als x= In(x{y) [1pl 
x= In(sly) dus e*= [y [1p] dus (e*)? = y dus y= e”* 


Conclusie: fi"’(x) = e®* [1p] 
Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig hebben. 
Opmerking: de gegeven inverse kan bruikbaar zijn bij de volgende opgave. 


Conclusie: de afstand is y‚ — yp = 3,657 … —-5 = 1,342. dus afgerond is dit 1,34 [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 

Opmerking: bereken f(x) = f(x — 2) is ook een goede manier. A wordt dan twee naar rechts 
verschoven zodat A samenvalt met B. 
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tweede methode m.b.v. x en y verwisselen en herleiden op y: 
Gegeven flx) = In(\x) dus y= In(\x) dus inverse als x= In(x{y) [1p] 
1 
=In({y) =In(y2) = Lin dus 2x= In(y) (1p] dus y= e* 


Conclusie: f"Y(x) = e®* [1p] 

Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig hebben. 
Opmerking: de gegeven inverse kan bruikbaar zijn bij de volgende opgave. 

derde methode m.b.v. f(f"Y(x)) = x: 

Gegeven f(x) = In(\x) te bewijzen f"“(x) = e* 


: 
FCR (Xx) ) = In(F" 0) = In( Ve) = in((e2)2) = In(e”) = x [2p] dus fi"Y(x) = Ee” [1p] 


Bereken in drie decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 

Analyse: vermenigvuldigen ten opzichte van x-as dus f\"“ vermenigvuldigen met}. 
Gevraagde lengte berekenen met g(x) — f(x). Top dus afgeleide = 0 hoeft hier niet gebruikt 
te a want te grafische rekenmachine is toegestaan. 


ge) bet an en fa Il nr: 
Formule voor de afstand = g(x) — f(x) = —e®- In(\x) (pl 

Vi= Le. In(\x)en Calc Min levert y= 1,5117… [1p] 
voor x= 0,28… 


Conclusie: gevraagde minimale lengte is y= 1,512 [1p] 


Opmerking: let op het aantal decimalen. inium 


+ + 4 


Wzi.511?56? 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: noteer de voorwaarde(n) voor een perforatie. 


Perforatie: teller = O én noemer = 0, dus In(\x) =O én In(x) = 0, dus 
In(x) =O dus x= e? =1 
In(\x) =0 dus \x =e? =1 dus x= 1 [1p] 


Gevraagd wordt lim flx) = noe 
x1 In (x) d 
5 
_ ee InG) _ Ink?) 2 m0 4 
lim fbd ai In (x) in) In) — lim In) 2 [2p] 


Conclusie: perforatie is 1) [1p] 


Opmerking: h(x) is een constante functie y = 0,5 met een perforatie voor x = 1. 


Vierkant onder grafiek 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

eerste methode neem als lengte van de zijde a: 

Analyse: vierkant, dus de lengten van de horizontale zijde en verticale zijde zijn gelijk, 
zeg a. Maak een vergelijking. 


Lengte horizontale zijde is a. (1+a, fl+a)) 
x-coördinaat hoekpunt rechtsonder is dan 1 + aen de lengte 
verticale zijde is f(1 +a) = en L [1p] 
1+a 
Vierkant dus moet gelden a = | [1p] 
1+a 1 1+a 


Dus al1 +a) =1 dus a +a-1 =0 dus 


112-411 125 
le B 15 on 


2-1 2 
Conclusie: a is een positief getal, dus de lengte van de zijde is a = F5 [1p] 
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tweede methode neem als x-coördinaat van het hoekpunt rechtsonder q: 
Analyse: vierkant, dus de lengten van de horizontale zijde en verticale zijde zijn gelijk. 
Noem x-coördinaat hoekpunt rechtsonder q. Maak een vergelijking. 


Hoekpunt rechtsonder: x= q. Lengte verticale zijde is dan (a, Xa) 
1 
flq) =— [1p] 
q 
Lengte horizontale zijde is q — 1. 
1 q 


Vierkant dus moet gelden q-1 = Er [1p] 


(=1}2 4-11 1 
CN } 255 1p) 


14 
Dus qlq-1) =1 dus q°-q-1=0dusq= Dd 


q is een positief getal, dus q = +5 
Conclusie: de lengte van de sin isq-1= aib 1= he 5 5 [1p] 
derde methode door gebruik te maken van de vergelijking van de diagonaal: 


De diagonaal van het vierkant is de lijn y= x- 1 [1p] 
Het snijpunt rechtsboven is het snijpunt van y= Xx-1 en de grafiek van f. 


Er geldt: x- 1 =d [pl dus x(x- 1) = 1 dus X°-x-1 = 0 dus Vex-1 


zalt 12-41 
REAL 12-411 EES Cn 1 A5 mol 


2-1 2 27 


Xx is een positief getal, dus x= +5 
1 


4 +5 ro 


g 


Conclusie: de lengte van de zijde is x- 1 = 


Twee vierkanten op een kwartcirkel 


Bereken, rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 
eerste methode bereken m.b.v. de coördinaten de lengte van de zijden van het vierkant: 
Analyse: de vierkanten ADEC en BCFG worden genoemd, dus bereken de lengten AC en 
BC en daarmee de oppervlakten van de twee vierkanten. 


Lengte AC: Al1, 0) en C(cos(t), sin(t)) levert de lengte van AC is 
|ACI = (1 —cos(t))? + (sin(t))? 
De oppervlakte van vierkant ADEC is dan AC? = (1 —cos(t))? + 


(sin(t))? pl 
Lengte BC: B(O, 1) en Clcos(t), sin(t)) levert de lengte van BC is 

[BCI = (1 —sin(t))?+(cos(t))? (pl 

De oppervlakte van vierkant BCFG is dan BC? = (1 —sin(t))? + ( cos(t))? 


De oppervlakte van vierkant ADEC is twee keer zo groot als de oppervlakte van 
vierkant BCFG, 

dus moet gelden (1 — cos(t))? + ( sin(t))? = 2: ((1 —sin(t))? + (cos(t))°) (1p] 

Deze vergelijking oplossen met behulp van 

y= (1 —coslx))?+( sin(x))? en y= 2: ((1 —sin(x))? + (coslx))?) en Calc Intersect [1p] 
levert x= 0,93 


Conclusie: t= 0,93 [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 
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tweede methode bereken de lengte van de zijden m.b.v. de gelijkzijdige driehoeken OAC 4p 


en OBC en de hoogtelijn. 

Analyse: de vierkanten ADEC en BCFG worden genoemd, dus bereken de lengten AC en 
BC en daarmee de oppervlakten van de twee vierkanten. Teken in driehoek OAC de 
hoogtelijn vanuit O. 


In de rechthoekige driehoek die nu ontstaat geldt: y 
1 1 ZAC ZAC 1 
sin(2A0C) = sin( 2 t) = Tm ann 7 AC dus 
1 e C 
AC=2 sin) [pl 
De oppervlakte van vierkant ADEC is dan 1 4 


AC? =(2sin( Et) - 


Teken in driehoek OBC de hoogtelijn vanuit O. 
In de rechthoekige driehoek die nu ontstaat geldt: 


Jae 


ind =sintdn-t) eel =2sint ddr 
sin(4BOC) = sinl (rf) ) Te ï j BC dus BC = 2 sin( (7 - f)) (1p] 


2 
De oppervlakte van vierkant BCFG is dan BC? = (2 sin Hr t))) 


De oppervlakte van vierkant ADEC is twee keer zo groot als de oppervlakte van 
vierkant BCFG, 


2 2 
dus moet gelden (2 sinHt) =d (2 sin t))) [pl 
Deze vergelijking oplossen met behulp van 


2 2 
y.= (2 sind) en y,=2:(2 sin n-—X))) en Calc Intersect [1p] levert x= 0,93 


un 
2 
Conclusie: t= 0,93 [1p] 

Opmerking: let op het aantal decimalen. 


derde methode bereken de lengte van de zijden m.b.v. de cosinusregel: 
Analyse: de vierkanten ADEC en BCFG worden genoemd, dus bereken de lengten AC en 
BC en daarmee de oppervlakten van de twee vierkanten. 


In driehoek OAC geldt: AC? = OA? + OC? - 2: OA: OC: cos(LAOC) = 
124+12-2:1-1-cos(t) =2-2cos(t) [1p] 

In driehoek OBC geldt: BC? = OB? + OC? -2: OB: OC: cos(4BOC) = 

12412 deed “cost Ar- t) = 2-2coslAr- fl Lip] 

Oppervlakte vierkant ADEC is AC? en oppervlakte vierkant BCFG is BC? 

De oppervlakte van vierkant ADEC is twee keer zo groot als de oppervlakte van 
vierkant BCFG, 


dus moet gelden 2—2cos(t) =2:(2-2 cos( Ar - t)) pl] 
Deze vergelijking oplossen met behulp van 


y‚=2-2cos(xjen y,=2:(2-2 coslAa- Xx)) en Calc Intersect [1p] levert x= 0,93 


Conclusie: t= 0,93 [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 
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17 Analyse: ga na welke vectoren bekend zijn. De punten A, B en C zijn bekend, dus maak 
gebruik van de vectoren AC en BC (en OA enz.) Druk OF uit in deze vectoren. CF staat 
loodrecht op BC. 
> > 
OF = OC + CF [1p] 

: py.) cos(f) 
Omdat C (cos(t), sin(t)) geldt OC =[ “: D 
sin 


Omdat B(O, 1) en C(cos(t), sin(t)) geldt 


CB =COÔ+0B=-0C+ 0E = OB - OC = been) s ( toel ) (1p] 
1 -—sin(t) 1 -sin(t) 


e 2 ; 5 zÈ 1-sin(t) 
CF staat loodrecht op CB (rotatie over -90°) dus geldt CF = bas [pl 


bonds OF n oC + TÈ= id) DN k a E ( ein B Lapi 
sin(t) cos(t) sin(t) +cos(t) 
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Examen 2018-II IJsbol 
De snelheid waarmee een ijsklontje smelt, hangt onder foto 
Loodrecht in de perforatie andere af van de verhouding tussen de oppervlakte A 


in cm? en het volume V in cm? van het ijsklontje. Deze 


—2+2x+1 


verhouding wordt uitgedrukt in het quotiënt A 


De functie fis gegeven door f(x) = Fi Vv 
Ook is gegeven de functie h door h(x) = ee Voorbeeld: bij een kubusvormig ijsklontje met ribben van 
1e ge en ne 8 52 
3 cm is dit quotiënt gelijk aan > = 2. 
Voor x # 0 geldt: f(x) = h(x) 
_ Er zijn ook bolvormige ijsklontjes ofwel ijsbollen. 
3p 1 Bewijs dat voor x # 0 geldt: f(x) = h(x) Zie de foto. 
v . ae A +Xx 
erder is de functie g gegeven door g(x) = Voor een bol met straal r gelden voor A en V de formules 
_ _4 
Er is een lijn k die voor x # 0 samenvalt met de grafiek van g. A= Anr en V= gar. 
In figuur 1 zijn de grafieken van fen g weergegeven. Bij een ijsbol met hetzelfde volume als het genoemde kubusvormige ijsklontje met 
Punt P(O, 1) is de perforatie van beide grafieken. ribben van 3 cm is het quotiënt À kleiner dan 2. 
In figuur 2 zijn de grafiek van hen lijn k weergegeven en ook hun snijpunt P 
figuur 1 figuur 2 4p 3 Bereken algebraïsch dit quotiënt bij deze ijsbol. Rond je eindantwoord af op 
2 decimalen. 
y 4 
Een ijsbol wordt in een glas water gedaan, figuur 
waarna de ijsbol in het water drijft. Op het y 


moment dat de ijsbol in het water wordt gedaan, 
heeft deze een straal van 1,5 cm. 

Er geldt dat 92% van het volume van de ijsbol 
onder water zit en 8% erboven. 

Het volume van de ijsbol is dan 


Ân: 1,5°= 14,137 cm? 


Het deel van de ijsbol onder het wateroppervlak 
is op te vatten als een omwentelingslichaam dat 
ontstaat bij wenteling van een deel van de cirkel 
Er geldt: met vergelijking x? + y? = 2,25 om de y-as. 

de grafieken van f en g staan in hun perforatie P loodrecht op elkaar als de grafiek Zie de figuur. 

van hen lijn k in hun snijpunt P loodrecht op elkaar staan. 


5p 4 Bereken hoeveel cm de ijsbol boven het water uitsteekt op het moment dat hij in het 
5p 2 Bewijs dat de grafieken van fen g in hun perforatie P loodrecht op elkaar staan. water wordt gedaan. Rond je eindantwoord af op 2 decimalen. 


In een wiskundig model van het smelten van een ijsbol wordt ervan uitgegaan dat de 
ijsbol tijdens het smelten bolvormig blijft. De straal van de ijsbol is afhankelijk van de 
tijd. De straal van de ijsbol op tijdstip t is r(t), met tin minuten. 


Het volume van de ijsbol op tijdstip tis dan V(t) = ä m (r(5))*. In het model wordt er 
verder van uitgegaan dat de formule van r(t) lineair is. 


Een ijsbol heeft op tijdstip f= 0 een straal van 1,5 cm. Op tijdstip f= 10 is het volume 
van deze ijsbol gehalveerd. Vanaf een bepaald tijdstip is er geen ijs meer aanwezig. 

5p 5 Bereken vanaf welk geheel aantal minuten er voor het eerst geen ijs meer aanwezig 
is. 
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Constante verhouding 
Voor a > 0 wordt de functie f, gegeven door f,(x) = x — xIn(ax) 


Bewijs dat voor elke toegestane waarde van x geldt: 
fx) + f(x) 
a 


Voor elke positieve waarde van a geldt: 5p 
— de grafiek van f‚ snijdt de x-as in precies één punt S (met x-coördinaat xs); 
— de grafiek van f, heeft één top T (met x-coördinaat x‚). 


In de figuur zijn voor een waarde van a de grafiek van f, en de punten Sen T 
weergegeven. 


figuur 


» 


Ja 


(0) X 5p 


Xx 
7p 7 Bewijs dat voor elke positieve waarde van a de verhouding Te constant is. 
7 


Sp 
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Gekanteld vierkant 


Gegeven is het vierkant ABCD met 
hoekpunten A(8, 0), B(O, 4), C(—4, 4) en 
D(4, —8). Op zijde AB ligt het punt P(2, 3). 
Zie figuur 1. 


De punten B, C en Pliggen op één cirkel. 
Stel een vergelijking op van deze cirkel. 


Over lijnstuk DP beweegt (van D naar P) 
een punt Q. 


Er is een positie van Q waarvoor lijnstuk 
CQ loodrecht staat op lijnstuk DP. Zie 
figuur 2. 

Bereken voor deze positie exact de 
coördinaten van Q. 


In figuur 3 is driehoek CDQ grijs gemaakt. 


Er is een positie van Q waarbij de 
oppervlakte van driehoek CDQ een derde 
deel is van de oppervlakte van vierkant 
ABCD. 

Bereken voor deze positie exact de 
coördinaten van Q. 


Examen 2018-1I 


figuur 1 


figuur 2 
y 
P 
A 
x 
C 
D 
figuur 3 
} 
B 
P 
A 
x 
C 
D 
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Anderhalf keer zo groot Een baan 
De functie f is gegeven door f(x) = x2. Een punt beweegt voor 0 <f< 21 volgens de figuur 1 
De raaklijn aan de grafiek van f in een punt P(p, p?) met p > 0 snijdt de x-as in een bewegingsvergelijkingen: ĳ 
punt A. E x() = cos(f)sin(24) 
Vis het vlakdeel dat wordt ingesloten door de grafiek van f en de lijn OP _ 
y(t) = cos(t) 
Zie de figuur. 
De baan van het bewegende punt is weergegeven 
figuur in figuur 1. 
Xx 
y Voor t = 5 nent= 17 bevindt het bewegende 


punt zich in O. Deze situatie laten we in de gehele 
opgave verder buiten beschouwing. 


P‚is de positie van het bewegende punt op tijdstip f. 


P(p‚p?) 


Er geldt: de lijn door P, en P,, is voor elke in deze 
situatie mogelijke waarde van a verticaal. 
3p 12 Bewijs dat die lijn inderdaad verticaal is. 


Er zijn meerdere tijdstippen waarvoor geldt dat de afstand van P, tot de x-as twee 
keer zo groot is als de afstand van P, tot de y-as. 
5p 13 Bereken exact het vierde tijdstip waarvoor dit het geval is. 


Voor iedere waarde van t kunnen de snelheidsvector figuur 2 


Xx a f Daed 
Vv vanuit punt P‚ en de vector OP, worden getekend. 
In figuur 2 zijn punt P,, vector OP, en vector v 
8p 11 Bewijs dat de oppervlakte van driehoek OAP anderhalf keer zo groot is als de getekend voor t = Ee T. 


lakt Vv. 
iede 5p 14 Bewijs dat voor t= 2 n geldt: OP, =V 
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Buiten een vierkant 


Gegeven is het vierkant OABC met O(O, 0), A(4, 0) en C(O, 4). 


Het snijpunt van OB en AC is het punt S. 
Het punt M(3, 2) is het middelpunt van een cirkel door A en B. 


De punten F en G zijn de snijpunten van deze cirkel met CS respectievelijk OS. 


Zie figuur 1. 


figuur 1 


A 


Er geldt: Fis het midden van CS. 
Bewijs dat F inderdaad het midden is van CS. 


Verder geldt: G is het midden van OS. 
In figuur 2 zijn de cirkelsectoren BMF en GMA grijs gemaakt. 


figuur 2 
C 


Ó 


De oppervlakte van deze twee sectoren samen is gelijk aan de helft van de 


oppervlakte van de cirkel. 
Bewijs dit. 
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Hints bij examen 2018-II 


Twee formules zijn gegeven, maak daar gebruik van. 
Bepaal de richtingscoëfficiënt van de raaklijn voor x= 0 van hen kmet h’ en k. 
Met V= 27 is rte berekenen. 


h 
Omwentelingslichaam om y-as, gebruik bijvoorbeeld formule Inhoud = 7 Í (x?) dy 
—1,5 


Op t= 0 zijn de inhoud en de straal bekend. Op t= 10 is de inhoud gehalveerd, 
de waarde van rop t= 10 is hiermee te berekenen. 


Noteer f(x), f(x) en f1 (x). Maak gebruik van de rekenregels voor logaritmen. 
Bepaal x; met behulp van f,(x) = O0 en x; met behulp van f'(x) = 0. 


Hoek CBP is recht, dus middelpunt cirkel ligt halverwege lijnstuk CP (Thales) of 
gebruik het snijpunt van de middelloodlijnen. 


Loodrecht, dus repo: FCco= 1 


Oppervlakte driehoek wordt berekend met een basis en een (hoogte-)lijn die 
daar loodrecht op staat. Neem als basis CD en de hoogtelijn vanuit Q: zoek de 
verhouding DO staat tot DP. 


Start met raaklijn in punt P,‚ dus richting in punt P bepalen (afgeleide f'(p)) en 
vergelijking raaklijn opstellen (y= ax + b). 

Als de lijn door P‚en P‚, verticaal is, dan zijn de x-coördinaten van de twee punten 
gelijk. 

Afstand P, tot de x-as is y(t), en afstand P, tot de y-as is x. Er moet dus gelden 

y(t) = 22: x(t) 


er EN ne ee 3 
Er moet gelden OP = Vv, dus bepaal OP en v voor t= a 


Start met de vergelijking van de cirkel en de vergelijking van lijn CS (is lijn AC). 


Als de twee sectoren samen de helft zijn, dan zal elk van de sectoren (symmetrie 
overwegingen) een kwart zijn. Dus hoek FMB (of hoek GMA) zal 90° zijn. 
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Uitwerkingen bij examen 2018-II 


Loodrecht in de perforatie 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: twee formules zijn gegeven, daar kan gebruik van gemaakt worden. 

_-2+2N\x+1 2 -2+2NXxA1 2 
X De 


en WIT fx) = h(x) dus hi Ferre 


voor x # 0 

(-242X+1)(1 + Nx+1) = 2x [1p] 

2-2: NxAl 2x 142VX+H1 NXT = 2X [1D] 
-2+2(x+1) = 2x 


Sp 
—2+2X+2= 2x klopt [1p] 


Conclusie: flx) = h(x) voor x# 0 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: fen g staan (in hun perforatie P(O, 1)) loodrecht op elkaar als hen k in P(O, 1) 
loodrecht op elkaar staan. Bepaal richtingen van hen k, (dus h’en k’) en ga na of het 
product van deze richtingen —1 is. 

Gebruik het resultaat van opgave 1, dus voor x # 0 geldt f(x) = h(x). 


1 


X+ 1 


: Os dea Tt jede deka ike 
hx) =S dus h'(x) = 2 


= [2p] 
1e beT Gaber Gaber 
<d 
Dus de richting van de grafiek van hin P(O, 1) is h'(0) = _ en [1p] 
(14041) 4 


glx) = en k(x) = 4x+1 dus voor x# 0 geldt glx) = klx) en k’(x) = 4 [1p] 


Ax + Xx 
x 

Dus de richting van de grafiek van kin P(O, 1) is k'(0) = 4 

Het product h’(0): k'(0) =-1, dus de grafieken van hen k staan loodrecht op elkaar 

in P(O, 1). [1p] 


Conclusie: de grafieken van fen g staan loodrecht op elkaar in hun perforatie P(O, 1). 


IJsbol 


Bereken algebraïsch, dus gebruik grafische deel van grafische rekenmachine is niet 
toegestaan. 
eerste methode door eerst A te berekenen met behulp van V = 27: 


Analyse: gegeven zijn A= Anr" enV= Zar = 27 (V=27 is gegeven). Hiermee is r te 
berekenen. 
Met deze r is A te berekenen. Met V en A is het quotiënt te berekenen. 


V= Zar = 27 [1p] hieruit volgt r° = 27 (Er) = 6,44 .… dus r= 1,86. [1p] 


3 
Dus A= 4n rr. = An: 1,86...2 (1p] 
Je A _ 4n-1,86...? 
Het tient is == 
et quotiënt is yv 27 
Conclusie: het gevraagde quotiënt is 1,61 [1p] 


Opmerking: let op het aantal decimalen. 
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Analyse: gegeven zijn A= 4 r? en V= Zar = 27 (V=27 is gegeven). Eerst het 


tweede methode door eerst 4 uit te drukken in r: 


quotiënt & berekenen. 


V= Zar = 27 [tp] dus r= 1,86... (1p] 


A=4rr en V= Anr. Dus Â= Anr _3 Lp] 
3 V Arn r 
3 
nti 3 
dus het gevraagde quotiënt is TCE 


Conclusie: het gevraagde quotiënt is 1,61 [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. h 

Analyse: omwentelingslichaam om de y-as dus gebruik formule Inhoud =n [ (x2) dy. 
1,5 

Percentage 92% onder water is gegeven dus inhoud ijsbol onder water is te berekenen. 

De straal van de bol is 1,5. 

eerste methode met behulp van de halve bol boven de x-as: 

Inhoud ijs onder water is 0,92: 14,137 = 13,006 en inhoud halve ijsbol is 7,069 

(onderste helft) dus inhoud deel boven de x-as is 5,937. 

Omdat geldt x? + y? = 2,25 geldt ook x? = 2,25 — y? 

Neem (0, h) is snijpunt van de y-as met het wateroppervlak. 


h h 

Inhouden |(2,25 — y?) dy = 7 [2,25y 4] zr (2,25h-+h°) [1p] 
0 0 

Dus 7 (2,25h— Eh’) = 5,937 … [1p] 


Neer (2,25x- 4x) 
yz=5,937 … 


Calculate Intersect levert x= h <= 0,98 [2p] 
Conclusie: gedeelte boven water is r—h= 1,50 — 0,98 = 0,52 [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


tweede methode met behulp van gehele bol: 

Inhoud ijs onder water is 0,92: 14,137 = 13,006 

Omdat geldt x? + y? = 2,25 geldt ook x? = 2,25 — y? 

Neem (0, h) is snijpunt van de y-as met het wateroppervlakte en (0; —1,5) is snijpunt 


van de cirkel met de y-as. 
h 


h 
Dus Inhoud =7 [ (x2) dy= 7 [ (2,25 — y?) dy = 13,006 [1p] 


—1,5 =1,5 


1 h 
Inhoud =7 [2,257 - 5] 


—1,5 


=r (2,25h LA -(2,25- 1,5 dl 1,5)) ) 
=r (2,25h- Ah’ +2,25) = 13, 006 [1pl 
W=r (2,25x- 2x +2,25) 


y, = 13,006 


Calculate Intersect levert x= h <= 0,98 [2p] 
Conclusie: gedeelte boven water is r—h= 1,50 — 0,98 = 0,52 [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


OThiemeMeulenhoff 181 


UITWERKINGEN 


sp 


Examenbundel 2022 | 2023 


derde methode met behulp van het deel van de bol boven het wateroppervlak: 
Inhoud ijs boven water is 0,08: 14, 137 = 1,131 
Omdat geldt x? + y? = 2,25 geldt ook x? = 2,25 — y? 


Neem (0, h) is snijpunt van de y-as met het wateroppervlakte en (0; 1,5) is snijpunt 


van de cirkel met de y-as. 
1,5 1,5 


Dus Inhoud = 7 [oe dy= [ (2,25 - y?) dy= 1,131 [1p] 
h h 


1,5 
Inhoud =r [2,254] =r (2,25-1,5-d: 1,5°-(2,25hLh°)) 
h 


=r (2,25-2,25h + Sh’) = 1,131 [tp] 


Neer (2,25 -2,25x+ J2°) 
yz=1,131 


Calculate Intersect levert x= h <= 0,98 [2p] 
Conclusie: gedeelte boven water is r—h= 1,50 — 0,98 = 0,52 [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


vierde methode met behulp van deel van de bol boven het wateroppervlak en de GR: 
Inhoud ijs boven water is 0,08: 14,137 = 1,131 

Omdat geldt x? + y? = 2,25 geldt ook x? = 2,25 — y? 

Neem (0, h) is snijpunt van de y-as met het wateroppervlakte en (0; 1,5) is snijpunt 
van de cirkel met de y-as. 

1,5 

| (2,25 — y) dy=1,131 [2p] REL ij 


CALC INTERSECT 
Va=ml2.254-(143)K5) 


1,5 

Dus Inhoud =7 Loe) dy= 7 

15 h h 
y‚=n [(2,25-x°) dx 

X 
y,= 1,131 
Calculate Intersect levert x= h <= 0,98 [2p] 
Conclusie: gedeelte boven water is 
r-h=1,50-0,98 = 0,52 [1p] Kersen Yz5.9376101 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 
eerste methode door eerst de afname per minuut te berekenen: 
Analyse: op t= 10 is de inhoud gehalveerd. Bijbehorende r is te berekenen. 


Inhoud op t= 0 is 14,137 cm°. Als de inhoud gehalveerd is geldt V= Zr = 7,068 … 
dus r= 1,190... [1p] 
De straal r neemt (lineair) met 1,50 — 1,190. = 0,309. af in 10 minuten. [1p] 

Dus afname van straal r per minuut is 0,0309.… [1p] 
1,5 
0,0309 … 
Conclusie: na 49 (minuten) is er voor het eerst geen ijs meer. [1p] 


Voor de ijsbol met straal van 1,5 cm. is dus = 48,47 … minuten nodig. [1p] 


tweede methode door een formule r = at + b op te stellen voor straal r op tijdstip t: 
Analyse: formule r(t) is lineair en r(0) = 1,5 dus r(t) = at + 1,5. Met behulp van r(10) is a te 
berekenen. 

Inhoud op t= 0 is 14,137 cm°. 

Als de inhoud gehalveerd is geldt t= 10 en V= Anr = 7,068 … dus r(10) = 1,190.…. [1p] 
Dus 1,190... = 10a + 1,5 dus a = —-0,0309.…. [1p] 

Dus r(t) =—0,0309... : t+1,5. 

Als de ijsbol geheel gesmolten is, geldt —0,0309... : t+1,5 = 0 [2p] 


Conclusie: na 49 (minuten) is er voor het eerst geen ijs meer. [1p] 
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derde methode met de GR: 
Analyse: formule r(t) is lineair en op t= 0 geldt r= 1,5, dus r(t) = at + 1,5. Met behulp van 
V(10) is a te berekenen. 

VO) = 14,137… dus V10) = 7,068… [1p] 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP 
CALC INTERSECT 
Y2=?.0685834? 


Omdat Vr) = Zar geldt op tijdstip t= 10 de vergelijking 
En (a- 10+ 1,5)? = 7,068 … [29] 

y an (x- 10 + 1,5)? 

Y‚ = 7,068 … 


Calculate Intersect levert a = —-0,0309.…. [1p] V=7.0685835 


Dus r(t) =—0,0309... : t+ 1,5. Als de ijsbol geheel 
gesmolten is, geldt —-0,0309...:t+1,5 =0 


Conclusie: na 49 (minuten) is er voor het eerst geen ijs meer. [1p] 


Constante verhouding 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: noteer f(x), f(x) en f‚‚‚(x). Gebruik de rekenregels voor logaritmen. 
eerste methode: 


f(x) = xx In(x), f,(x) = x- xIn(ax) en fi (x) = x= xin( bx) 


flx) + fi (x) = (x-— xIn(ax)) + Oe xn) h= 2x- x(In(ax) + In) = [1p] 


2x-Xe Intex Dx) =2X-X: In(x?) = 2x- 2x In(x) dus [2p] 


flx) + fi (x) 


_ 2x-2xiIn(x) _ _ 
5 = 7 = XX In(x) [1p] 
f(x) + fi (x) 
Conclusie: nn S= f(X) 


tweede methode: 
f(x) = xx In(x) 
f‚lx) = x- xInlax) = x-(xIn(a) + xIn(x) ) = x-xlIn(a) —xIn(x) [1p] 


fix) = x-xinG bx) = x= lln) +XIn(x)) = x+ XxIn(a) — xIn(x) [2p] 


fx) + fi (Xx) 


_ 2x-2xiIn(x) _ _ 
3 = 7 = XX In(x) [1p] 
flx) + fi (x) 
Conclusie: D S= f(X) 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: bepaal x; met behulp van f‚(x) = 0 en x; met behulp van f,'(x) = 0. 
Bepaal xs dus x-— xIn(ax) = 0 dus x(1 — In(ax) ) =O dus In(ax) = 1 [1p] dus ax=e 


dus xs = 5 [pl] 


fx) = x-(xIn(ax)) > f'(x) =1— (1 -In(ax) wel) =1-(In(ax) +1) = —In(ax) [2p] 
Bepaal x,dus f'(x) = In(ax) = 0 dus ax= 1 dus x;= n [2p] 
e 
Conclusie: Bel B e dus constant. [1p] 
xr 1 a 1 


a 
Opmerking: let op gebruik productregel én kettingregel bij bepalen van x‚. 
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Gekanteld vierkant 


Stel op, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

eerste methode gebruik Thales en bereken de straal: 

Analyse: hoek CBP is recht, dus middelpunt cirkel ligt halverwege lijnstuk CP (Thales). 
Omdat ZCBP = 90° geldt middelpunt cirkel M ligt halverwege lijnstuk CP (Thales) [1p] 


Cl-4, 4) en P2, 3) dus MA, 10) 


2 
Omdat M(-1, D geldt (x+ 1)? + Wed) = r° [1p] 


2 
B(O, 4) en M(-1, 5D dus geldt r= 1 12+ (45) n 24 [1p] 


Conclusie: vergelijking cirkel is (x+ 1)? + Wed = 2 n Lp] 


tweede methode gebruik Thales en vul een punt in: 
Analyse: hoek CBP is recht, dus middelpunt cirkel ligt halverwege lijnstuk CP (Thales). 
Omdat ZCBP = 90° geldt middelpunt cirkel M ligt halverwege lijnstuk CP (Thales) [1p] 


omdat C(-4, -4) en P(2, 3) is M(-1, n [1p] 

Omdat M(-1, D geldt (x+ 1)? + yd) = r° [1p] 

Invullen van de coördinaten van B (of C of P) levert (x+ 1)? + Wed = =21 E [1p] 
Conclusie: vergelijking cirkel is (x+ 1)? + Wed n 214 [1p] 


derde methode met behulp van het snijpunt van de middelloodlijnen: 

Analyse: het middelpunt M van de cirkel ligt op het snijpunt van de middelloodlijnen van 
CB en BP (en CP). 

Middelloodlijn van CB: 

C(-4, -4) en B(O, 4) dus r.c.cg = 2 en midden van CB is (-2, 0) 


dus middelloodlijn van CB is y = Ix- 1 [1p] 
Middelloodlijn van BP: 


P(2, 3) en B(O, 4) dus r.c.pg = J en midden van PB is (1, 25 

dus middelloodlijn van BP is y= 2x En [1p] 

De twee middelloodlijnen snijden, dus Ike 1=2x ie levert x= —1, dus M(-1, D [1p] 
Omdat M(-1, D geldt (x+ 1)? + yd) =r 

Omdat B(O, 4) en M(-1, nl geldt r= 1/12 + at) = 4121 7 [1p] 

Conclusie: vergelijking cirkel is (x+ 1)? + edy = 215 [pl] 

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode met behulp van de vergelijkingen van PD en CO: 
Analyse: loodrecht dus repp: FCco=-1 


D(4, -8) en P(2, 3) dus rcpp = nn dus rc‚o = 2 


11 


PD: y= il x+ ben P(2, 3) invullen levert y= —- 2 Xt 14 [Ip] 


CO: y= At ben C(4, 4) invullen levert y= Zx [1p] 
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En X+ 14 = Ars B op te lossen. [1p] 


Coördinaten van Q berekenen door T 


Dit levert x= 3 (1p] 
Conclusie: O3, -208 8) np ] 


tweede methode met behulp lijn PD en CQ in de vorm y = a(x — b) +c: 
Analyse: loodrecht dus repo: FCco=-1 


D(4, -8) en P(2, 3) dus rcpp = En dus rc = ee 


1 
PD: y= x+ ben P(2, 3) invullen levert y= ——- sl —(X-2) +3 [1p] 
Ca: y= Ext ben C(4, -4) dus invullen levert y= +4) —4 [1p] 
Coördinaten van Q berekenen door u X-2)+3= Aer4) - 4 op te lossen. [1p] 


: =d 
Dit levert x= 3 25 [ip] 
tat 1 _518 
Conclusie: Q(3 ZE! 2 25 ) 11p] 


derde methode met behulp van snijpunt lijn PD en cirkel: 
Analyse: omdat hoek COP = 90°, ligt Q ook op cirkel door C en P en B. De vergelijking van 
de cirkel is bekend, zie vorige opgave. Deze cirkel snijden met de lijn door P en D. 


Omdat ZCOP = 90° ligt O op de cirkel met middellijn CP‚ dus op cirkel met 


vergelijking (x+ 1)? + Wed) “=d 
D(4, -8) en P(2, 3) dus rcepp = En 
Lijn door PD: y= — eh en P(2, 3) invullen levert y= ie 14 [1p] 


2 
Substitutie levert ee ) =21 ï [pl] 


1 
2 


zite lord 
dus (x+1)° +( EN, „alg 


da seed Ús 124571 = 
42+ 1430 x 159 x+ 210, 21 dus 3x 157 —x+ 190 0 
Oplossen met de abc-formule levert x= 3 [1p] 

ie: A31 218 
Conclusie: Q(3 D5 2 25 ) [pl 


vierde methode met behulp van de vectorvoorstellingen van de lijn PD en Pythagoras: 
Analyse: rechte hoek COP dus gebruik Pythagoras in driehoek COP 


2 2 E 
Vectorvoorstelling PD: (7) = (5) A5) [Ip] dus O(2 +2), 3 — 112) 
C(—4, -4) en P(2, 3) dus PC? = 6247? [1p] 


PC? = CO? + PO? dus 6247? =(6 +24)? +(7 — 22+ (22+ (— 112 (1p] dus X= Je (pl 
(A = 0 voldoet niet) 

kat 1 _518 
Conclusie: O(3 25 2 25 ) [pl 
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10 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


11 


Analyse: oppervlakte driehoek wordt berekend met een basis en een (hoogte-)lijn die daar 
loodrecht op staat. 

eerste methode gebruik gelijkvormige driehoeken: 

Oppervlakte vierkant = CD: CB 


Oppervlakte driehoek is Dn h- CD met basis CD en de hoogtelijn h loodrecht op CD [1p] 
Er geldt een derde deel van het vierkant ABCD is de oppervlakte van driehoek CDQ dus 
Se CD-CB=J-h- CD dus h-a CB dus ook DO=£- DP Up 


Punt Oligt op de lijn door D(4, -8) en P(2, 3), zodanig dat 
geldt: 


op El deel van de x-coördinaten 4 en 2 ligt xg= 4-2 £ [1p] 
op En deel van de y-coördinaten -8 en 3 ligt yo = -8 + 11 £ Upl Cc 


Conclusie: aas, 2 [pl 


tweede methode met vectoren: 
Oppervlakte vierkant = CD: CB 


Oppervlakte driehoek is En h- CD met basis CD en de hoogtelijn h loodrecht op CD [1p] 
Er geldt een derde deel van het vierkant ABCD is de oppervlakte van driehoek CDQ dus 
Lp: CB= dh: CD dus hei CB dus ook DO = Â- DP (1pì 


8 
aan DB 4 2, —2\_| 3 
od-0D+2DP-(4)+2 (01) = 5e 
2 2 à 
Conclusie: os. 3) [1p] 


Anderhalf keer zo groot 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: raaklijn, dus richting in punt P bepalen (afgeleide f'(p)) en vergelijking raaklijn 
opstellen (y = ax + b). Punt A‚ dus raaklijn snijden met x-as. Oppervlakte V, dus lijn OP 
opstellen en bereken de integraal en primitieve van f(x). Oppervlakte driehoek OAP 
berekenen met basis OA en hoogte p?. 

eerste methode: 

Raaklijn aan de grafiek in P(p‚p°) opstellen 

f(x) = x? dus f(x) = 2x dus r.C.raakijn = f(P) = 2p [1p] dus raaklijn wordt: y= 2px + b 


P(p, p?) invullen levert b= —p? dus y= 2pX- p° [1pl 
x-coördinaat van punt A berekenen: dus 2px — p? = 0 dus x= Ip [1p] 


2 


Lijn OP heeft richting En = p dus vergelijking lijn OP is y= px [1p] 


fi 1 2d Pda Aa 13 
Opp. = [lox- xt) dn [px ae zp ab =P [2p] 


Oppuane= "OA: plet Ip ptp (pl 


Conclusie: Opp. oap= anderhalf keer Opp., (want 1D5P n Lp) [ip] 
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tweede methode met behulp van driehoek OPP: met P' is (p, 0): 
Raaklijn aan de grafiek in P(p,p°) opstellen 


fx) = x? dus f(x) = 2x dus r.C.raakijn = f(P) = 2p [1p] dus raaklijn wordt: y= 2px + b 
P(p, p?) invullen levert b= —p? dus y= 2pXx- p? [1p] 


x-coördinaat van punt A berekenen: dus 2px — p? = 0 dus x= Ip mei 
Pp ' p d 

Opp. naer r= jad) dx= Eel, = Se {pl 

1 


3 1 2 ls 153 
ze . bm zz 2 
p'=p"P p° =—p* [2pl 


Opp. = Opp. opp — 3 


Oppvonr= "OA: pred Ep pre EP ol 


3 


Conclusie: Opp. ap = anderhalf keer Opp. (want 1 p’= Lp” [pl] 


dede 
2 6 
Een baan 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

eerste methode met behulp van de x-coördinaten: 

Analyse: als de lijn door P‚ en P‚ , verticaal is, dan zijn de x-coördinaten van de twee 
punten gelijk. Bereken dus de x-coördinaten van de twee punten alst=aent=n-—aen 
werk om met behulp van de gonio-formules (zie de bij dit examen gegeven formules). 
Gegeven x(t) = cos(t) : sin(2t) dus in dit geval x(t) = x(la) = cos(a) : sin(2a) = 
cos(a) «2 sin(a) cos(a) [1p] 

En ook x(t) = xlr — a) = cos(r —- a) :sin(2(n — a) ) = -cos(a) : sin(2n — 24) = 

—cos(a) :-sin(2a) = cos(a) : 2 sin(a) cos(a) [1p] 


Conclusie: x(a) = x(r — a) dus de x-coördinaten van de twee punten zijn gelijk. [1p] 
Opmerkingen: gebruikt zijn de formules cos(n —a) = -cos(a) en 

sin(2n — 2a) = sin(— 2a) = -sin(2a) 

Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig noteren. 


tweede methode: 

Analyse: als de lijn door P‚ en P‚, verticaal is, dan zijn de x-coördinaten van de twee 
punten gelijk. Werk x(t) = x(t — a) om tot x(t) = x(a) (zie de bij dit examen gegeven 
formules). 

x(t) = X(n — a) =coslr—a):sin(2(n —-a)) 

cos(n—a) :sin(2(r —a)) = -cosla) : sin(2n — 2a) want cos(n — a) = —-cos(a) [1p] 
—cos(a) : sin(2n — 2a) = —cos(a) : —sin(2a) want sin(27 — 2a) = sin( —2a) = —sin(2a) 
—cos(a) : -sin(2a) = cos(a) : sin(2a) = x(a) [1p] 

Conclusie: xla) = x(t — a) dus de x-coördinaten van de twee punten zijn gelijk. [1p] 
Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig noteren. 


derde methode: 

Analyse: als de lijn door P‚ en P‚, verticaal is, dan zijn de x-coördinaten van de twee 
punten gelijk (zie de bij dit examen gegeven formules). 

Er moet gelden x(r — a) = x(a) dus er moet gelden cos(n — a) : sin(2(n —-a)) = 

cos(a) : sin(2a) 

Omdat geldt cos(n — a) = —-cos(a) 

en sin(2( — a) ) = sin(2n — 2a) = sin( — 2a) = —-sin(2a) [1p] 

geldt dus ook cos(r— a) : sin(2(r — a) ) = -cos(a) : -sin(2a) = cos(a) : sin(2a) [1p] 
Conclusie: xn — a) = x(a) dus de x-coördinaten van de twee punten zijn gelijk. [1p] 
Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig noteren. 
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5p 13 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Buiten een vierkant 
Analyse: afstand P, tot de x-as is y(t), en afstand P, tot de y-as is x. Er moet dus gelden 
y(t) = +2: x(t) 5p 15 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Er moet gelden y(t) = +2: x(t) [Ip] dus cos(t) = #2: cos(t) « sin(2t) eerste methode met behulp van de vergelijking van de cirkel en lijn CS. 
Dus 1 =+2:sin(2t) of cos(t) = 0 [1p] Analyse: vierkant met gegeven coördinaten. Vergelijking van cirkel en lijn CS (of OS) is te 
s 1 1 5 5 ge maken. 
Dus sin(2t) = En of t= zit kr [1p] (is buiten beschouwing gelaten, want (0, 0)) Vergelijking cirkel met middelpunt M(3, 2) door A{4, 0) is (x- 3)2+ (y— 2}? = 5 [19] 
Dus 2t=+ln+2krof 2t= tnt 2 [pl] Lijn CS gaat door C(O, 4) en Al4, 0), dus de vergelijking lijn CS is y= —x+4 [1p] 


6 6 


4 


iten ttee k Snijpunt F van lijn CS en de cirkel bepalen met 
a Br 


(x-3)?+(-Xx+4-2)?=5 dus X2-6x+I+X-Ax44=5 ip) figuur 


st Hebi EE: 5 7 1 Dus x?-Bx+4 =0 dus x=1 of x= 4 (geeft punt A) 
dd ek the 12e Dus voor punt Fgeldt x= 1 [1plen y= 3, dus F(1, 3) 
Conclusie: het gevraagde vierde tijdstip is t= A, [1p] niek mid dan van: GO, 4) an AAO) Is Slee Ah Het mmdden 

de 8 12 van S(2, 2) en C(O, 4) is (1, 3). 
Opmerking: let op het gegeven interval van t. Conclusie: het snijpunt Fis het midden van CS. [1p] 
Opmerking: er kan ook gewerkt worden met [y(t)[ = 2 - Ix(t)| ì JP eid 
5p 14 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. AVede MDS Met DEN VEN OE VORDEN NEE EReN ì 
o ZA 


en het midden van CS: 


Analyse: er moet gelden oP = V dus bepaal oP en V. Bedenk v = ee dus noteer x'(t) Analyse: vierkant met gegeven coördinaten. Vergelijking van 
en y'(t). y(t) cirkel is te maken. Vul midden van CS in. 
Let op: het gaat hier over vectoren, dus niet om lengtes of groottes. Vergelijking cirkel met middelpunt M(3, 2) door A(4, 0) is (x— 3)? + (y— 2)? = 5 [1p] 
Het midden van C(O, 4) en A(4, 0) is S(2, 2). Het midden van S(2, 2) en C(O, 4) is (1, 3). [1p] 
x(Sr) x= 1 en y= 3 invullen in vergelijking cirkel levert (1 — 3)? + (3 — 2)? = 5 Klopt, dus (1, 3) 
Bepaal V = : ligt op de cirkel. [1p] 
y(-2r) (1, 3) is het midden van CS, dus (1, 3) ligt ook op CS, dus (1, 3) is het snijpunt F van 
de cirkel en CS. [1p] 
x(t) = cos(t) : sin(2t) dus Xx'(t) = —sin(t) : sin(2t) +cos(t) : 2 cos(2t) [2p] en dus Conclusie: Fis het midden van CS. [1p] 
(3 (3 6 3 6 1 1 1 derde methode met behulp van afstand tot middelpunt: 
oe (Gr) 7 =sin($r) sin(Â») ú cos) ie cos Gr) 7 7% dn 7 kain 2 Analyse: vierkant met gegeven coördinaten. Afstanden tussen punten is te berekenen. 
4 . 3 MP A: 1 Het midden van C(O, 4) en A(4, 0) is S(2, 2). Het midden van S(2, 2) en C(O, 4) is (1, 3). [1p] 
EGON EJA SDE v(ór) 7 =sin( Sz) n -z 2 De afstand tussen (1, 3) en M(3, 2) is V5. [1p] 
1,7 De afstand tussen M(3, 2) en A(4, 0) is ook V5. [11p] 
Busalede Ean dan geldt ?= 2 Lapì Dus punt (1, 3) ligt ook op de cirkel met middelpunt M en straal {5 en ook op lijn CS. [1p] 
4 il Dus (1, 3) is het snijpunt F van lijn CS met de cirkel en (1, 3) is het midden van CS. 
3 2 Conclusie: Fis het midden van CS. [1p] 
(Cé) 
He E ) ° 3p 16 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
/ 47 eerste methode met richtingscoëfficiënt en symmetrie: 
5 3 3 „(6 1 1 Analyse: als de twee sectoren samen de helft zijn, dan zal elk van de sectoren 
Ah CORIELSEIM EA AE xe) 7 cos($x) sind) B 72 NET 2 (symmetrie overwegingen) een kwart zijn. Dus hoek FMB (of hoek GMA) zal 90° zijn. 
Bewijs dit. 


Bekend zijn M(3, 2), B(4, 4), C(O, 4) en S(2, 2). Fis het midden van CS dus geldt A1, 3) 


ì 5 F1, 3) en M(3, 2) dus ree = -— en B(4, 4) en M(3, 2) dus rcam = Â = 2 [1p] 
>\2 
_3 apl 2 Dus rCry: FC = -1 dus FM en BM staan loodrecht op elkaar, dus ZFMB = 90°. 
Duse a dan gld S LEN ha Dus oppervlakte van segment FMB is een kwart van de oppervlakte van de hele 
2 cirkel. [1p] 


Conclusie: OP = 7 
Opmerking: het is handig zo snel mogelijk de gegeven waarde voor t te gebruiken/in te 
vullen. 


Conclusie: de oppervlakte van de twee sectoren is (vanwege symmetrie 
overwegingen) de helft van de oppervlakte van de cirkel. [1p] 
Opmerking: symmetrie overwegingen moeten genoemd worden. 
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tweede methode met vectoren en symmetrie: Examen 2019-l 
Analyse: als de twee sectoren samen de helft zijn, dan zal elk van de sectoren (symmetrie 
overwegingen) een kwart zijn. Dus hoek FMB (of hoek GMA) zal 90° zijn. Bewijs dit. 


Fi, 3) en M3, 2) dus FI = En ei BI, är en MIS, 2) dus BM = (3) ae Lijnen door de oorsprong en een cirkel 

Dus voor de richtingsvectoren geldt: al : hel =-2+2=0 dus FMen BM staan Gegeven is cirkel c met middelpunt (1, 7) en straal 5. 

loodrecht op elkaar. ma a pe 4 

Dus ZFMB = 90°. ( ) =t: (5) is een vectorvoorstelling van een lijn k door de oorsprong. 
Dus oppervlakte van segment FMB is een kwart van de oppervlakte van de hele y 

cirkel. [1p] Lijn k snijdt cirkel c in twee punten. 

Conclusie: de oppervlakte van de twee sectoren is (vanwege symmetrie Sp 1 Bereken exact de coördinaten van deze snijpunten. 


overwegingen) de helft van de oppervlakte van de cirkel. [1p] 
Opmerking: symmetrie overwegingen moeten genoemd worden. 
Rechts van het snijpunt 
derde methode met richtingscoëfficiënt: 
Analyse: halve cirkel dus hoek FMB plus hoek GMA is 180°. Bewijs dit. De functies f en g zijn gegeven door: f(x) = 3cos(2x) — \2x en g(x) = 3 — V2x 


Bekend zijn M(3, 2), B(4, 4), CO, 4) en S{2, 2}. Fie het midden van CS dus geldt A1, 3) De grafiek van g snijdt de x-as in punt A. De grafiek van f heeft diverse toppen, alle 


F1, 3) en M(3, 2) dus rcr = EE en B(4, 4) en M(3, 2) dus reu = À =2 met een positieve x-coördinaat. 

Dus rey: FCgu = -1 dus FM en BM staan loodrecht op elkaar, dus ZFMB = 90°. En ie Is Hedon Van HEZE PRen: 
Zie de figuur. 

Dus oppervlakte van segment FMB is een kwart van de oppervlakte van de hele 

cirkel. [1p] figuur 

O(O, 0) en S(2, 2). Gis het midden van OS dus geldt G(1, 1) y 


G(1, 1) en M(3, 2) dus rem = 7 en A(4, 0) en M(3, 2) dus rem = En =-2 


Dus rem: FCam = -1 dus FM en BM staan loodrecht op elkaar, dus ZGMA = 90°. 


Dus oppervlakte van segment GMB is een kwart van de oppervlakte van de hele 


cirkel. [1p] 
Conclusie: de oppervlakte van de twee sectoren is de helft van de oppervlakte van de O 
cirkel. [1p] 


Er geldt: punt B ligt rechts van punt A. 


5p 2 Toon dit aan met behulp van de afgeleide van f. 
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Altijd raak figuur 2 


Voor p > 1 is de functie f,, gegeven door: 


6,0) =p tp 
In figuur 1 is voor enkele waarden van p de grafiek van f, weergegeven en ook lijn k 
met vergelijking y= Xx + 4. 


figuur 1 


y 


5p 5 Bereken exact de oppervlakte van V. 


Slingshot 


De Slingshot is een kermisattractie. Tussen de 
toppen van twee palen hangt aan twee identieke 
elastische koorden een capsule die plaats biedt 
aan twee personen. Zie de foto. De capsule 
wordt allereerst omlaag getrokken tot aan de 
grond. Op dat moment gaan er twee personen in 
de capsule zitten. Vervolgens wordt de capsule 
losgelaten. De capsule schiet dan recht omhoog. 
Daarna valt hij recht omlaag, gaat weer omhoog, 
enzovoorts. Na enige tijd komt de capsule stil te 
hangen. 


Lijn k raakt de grafiek van f, voor elke waarde van p > 1. 
Bewijs dit. 


Voor p > 1 heeft de grafiek van f, een randpunt, ook wel beginpunt genoemd. De 
randpunten van de grafieken in figuur 1 zijn met een stip aangegeven. 


Er geldt voor elke p > 1: het randpunt van de grafiek van f, ligt op de grafiek van f,_ 


Bewijs dat inderdaad voor p > 1 geldt: het randpunt van de grafiek van f, ligt op de 


grafiek van f,_… Gegeven is: 


— De palen staan 14 m uit elkaar. 

— De palen staan verticaal. 

— De palen zijn 20 m hoog. 

— Zonder uitrekking heeft elk koord een lengte 
van 8 m. 

— Elk koord trekt aan de capsule met een kracht die afhangt van de lengte van 


Punt A (1, 1) is het randpunt van de grafiek van f,. Punt B (2, 2) is het randpunt van 
de grafiek van f‚. B ligt dus op de grafiek van f,. 

Door de punten A en B gaat een lijn /. 

Vis het vlakdeel dat wordt ingesloten door lijn /en de grafiek van f,. 


Zie figuur 2. 
het uitgerekte koord. De grootte van deze kracht kan berekend worden met de 
formule: 
F‚= 0,6: (L—8) 


Hierbij is F‚ de grootte van de kracht in kN (kilonewton) en L de lengte van het 
uitgerekte koord in m (met L > 8). 
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In figuur 1 is de beginsituatie weergegeven. figuur 1 

De capsule is aangegeven met het punt C 14 m 
en de toppen van de palen met A en B. 
De capsule bevindt zich op de grond, > 
midden tussen de palen. 

Beide koorden, CA en CB, zijn dan flink 
uitgerekt en staan strak. 


6p 
Bereken de grootte van de kracht in kN 
waarmee een koord in de beginsituatie 
aan de capsule trekt. Geef je eindantwoord 
in één decimaal. 20 m 
De twee krachten kun je weergeven met 
twee vectoren. 

De som van deze twee vectoren is een 
vector die een verticale kracht weergeeft 
met grootte F,,. De grootte van deze 
kracht kan berekend worden met de 
volgende formule: 

Fy = 2: Fo cos(a) 


Sp 


Hierin is a de hoek tussen een koord en de verticale vector. Zie figuur 2. 


figuur 2 figuur 3 


14 m k 14 m 4 


= 


20 m 20 m 


7p 


Op de capsule, inclusief de twee personen, werkt niet alleen de kracht van beide 
koorden, maar ook de zwaartekracht F,‚, die recht naar beneden is gericht. Zie 
figuur 3. Deze zwaartekracht bedraagt 1,8 kN. In figuur 2 en figuur 3 is ook het 
hoogteverschil tussen C en de toppen van de palen met x aangegeven. 
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Na een aantal keren op en neer te zijn geslingerd, is de capsule tot stilstand 
gekomen. Op dat moment heft de zwaartekracht de twee krachten op die door de 
koorden samen worden uitgeoefend. 


Er geldt dan dus: F‚, = F, 


De hoogte waarop de capsule tot stilstand komt, is te berekenen door eerst F, in x uit 
te drukken. 

Druk F, uit in x en bereken daarmee hoe hoog de capsule boven de grond hangt als 
hij tot stilstand is gekomen. Geef je eindantwoord in gehele meters. 


Een logaritmische functie en haar afgeleide 
De functies fen g worden gegeven door: 

f(x) = x In(x) —x +1 

glx) = f'(x) 


Bereken exact de x-coördinaten van de snijpunten van de grafieken van fen g. 


Er is één waarde van p waarvoor geldt: 
2p 


lamydx=0 
p 
Voor deze waarde van p is de situatie in de figuur geschetst. 


figuur 


y 


Bereken exact deze waarde van p. Schrijf je eindantwoord in de vorm p = ae, waarbij 
a een getal is. 
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Gebroken goniometrische functie 


De functie fis gegeven door: figuur 1 
_ _COS(X) } 
ln =sin?(x) 
Lijn kis de lijn met vergelijking f 
y=N2. 


Lijn ken de grafiek van f hebben 
oneindig veel snijpunten. De punten 
A en B zijn de twee snijpunten met 
de kleinste positieve x-coördinaten. 
Deze zijn in figuur 1 aangegeven. Ó X 
Bereken exact de x-coördinaten van 

Aen B. 


Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door: 


cos(X) 
p— sin?(x) 


,‚) = 
Onderzoek of er waarden van p zijn waarvoor de grafiek van f, perforaties heeft. 


In de rest van de opgave beperken we ons tot waarden van p waarvoor geldt: p # 0 
De punten op de grafiek van f, met x-coördinaten 0, 1 en 2 noemen we 
respectievelijk P, Q en R. 

In figuur 2 is voor een waarde van p de grafiek van f, weergegeven. 

Ook zijn de lijnstukken PQ en QR weergegeven. 


figuur 2 
y 
Jp 
P< =R 
Ó DN En Xx 
IC 
ZN 


Er zijn waarden van p waarvoor PQ en QR loodrecht op elkaar staan. 
Bereken exact deze waarden van p. 
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Driehoek met bewegend hoekpunt 


Lijn k gaat door de punten A (0, 10) en B (40, 0). 
De baan van een punt P is gegeven door de volgende bewegingsvergelijkingen: 


x= 18 + 5t 
y= 30 — St 


De baan van punt Pis de lijn m. Zie de figuur. 


figuur 


y 


Bij bijna elke positie van punt P vormen de punten A, B en P een driehoek ABP. Er is 
één uitzondering. 

Bereken de coördinaten van P zodat A, B en P niet de hoekpunten van een driehoek 
vormen. 


Onderzoek op algebraïsche wijze of er een positie van P is, zó dat driehoek ABP een 
rechte hoek heeft bij P én driehoek ABP een gelijkbenige driehoek is. 
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Afgeknotte paraboloïde 


De functie f is gegeven door f(x) = \x. De grafiek van fis getekend in figuur 1, samen 
met de lijnen met vergelijkingen x = a en x= b, waarbij 0 < a < b. Midden tussen de 
punten (a, 0) en (b, 0) ligt het punt (m, 0). 


De grafiek van f, de x-as en de twee verticale lijnen sluiten een gebied in. Dit 
gebied, in figuur 1 met grijs aangegeven, wordt gewenteld om de x-as. Het 
omwentelingslichaam is een zogenaamde afgeknotte paraboloïde. 

Deze is afgebeeld in figuur 2. 


figuur 1 figuur 2 


y 


Si 


Bij de omwenteling beschrijft elk punt van de grafiek een cirkel. 
De oppervlakte van de cirkel die beschreven wordt door het punt (m, \\m) noemen we 
A. De cirkelschijf met deze oppervlakte is met donkergrijs aangegeven in figuur 2. 


In figuur 3 staat de afgeknotte paraboloïde figuur 3 


een kwartslag gedraaid. In die figuur is ook EE 


de hoogte h van de afgeknotte paraboloïde 
aangegeven. 


Voor de inhoud V van de afgeknotte paraboloïde geldt de formule: 
V=h-A 
7p 15 Bewijs dit. 
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Hints bij examen 2019-l 


Maak een schets. Stel de vergelijkingen van cirkel c op. 
Bereken punten Aen B. Top, dus afgeleide = 0. Let op de kettingregel. 


Raken, dus moet gelden f(a) = y(a) en f(a) = y'(a). In de raakpunten geldt: 
richtingscoëfficiënt = 1. 

Druk de coördinaten van de randpunten van f, uit in p en geef de vergelijking van 
of 
Bepaal de Es van f, en /. Gebruik 2e formule: 


oppervlakte = flovenste- onderste) dx = flr‚oa — ma) ax 


Lis de lengte van het uitgerekte koord, ds de afstand van BC. Bereken eerst L. 
Druk eerst L uit in x. Denk aan Pythagoras. 


Bepaal f(x) en bereken daarmee exact de vergelijking f(x) = glx). Let op de 
productregel. 


Omdat glx) = f(x) geldt ook G(x) = f(x) = xln(x) — x+ 1. 


Opgelost moet worden f(x) = \2. Denk aan de goniometrie-formules op het 
formuleblad. 


Perforatie, dus teller en noemer zijn voor dezelfde waarde van x gelijk aan 0. 
Controleer voor deze x-waarde of de limiet bestaat. 


Druk de coördinaten van P, Q en R uit in p. 
Product van de richtingscoëfficiënten = —1. (Er zijn voor de oplossing meerdere 
varianten mogelijk, bijvoorbeeld product richtingsvectoren = 0 of Pythagoras.) 


De punten A, Ben P vormen géén driehoek als P op het snijpunt van de lijnen ken 
m ligt. 


Loodrecht, dus inproduct = 0. Gelijkbenig, dus |AP] = [BP]. (Er zijn voor de 
oplossing meerdere varianten mogelijk, bijvoorbeeld oplossing met product 
richtingscoëfficiënten = —1, Thales of middelloodlijn.) 


b 
Gebruik 7 (foo)? dx. Druk m, Ven huit in aen b. 
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Uitwerkingen bij examen 2019-l 


Lijnen door de oorsprong en een cirkel 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet 
toegestaan. 

Analyse: maak een schets. Stel de vergelijkingen van 
cirkel cen lijn k op. 


eerste methode met behulp van de vergelijking van lijn k: 
Cirkel c heeft middelpunt (1, 7) en straal 5, dus 
ce: (x-1)2+(y-7)? = 25. [1p] 


De richtingsvector van lijn kis (ie dus de 


richtingscoëfficiënt is 2 en de vergelijking van lijn k 
door de oorsprong is dus k: y= 2x. 

Substitutie van y= 2x levert (x— 1)? + (2x-7)? = 25. [1p] 
Dus voor de snijpunten van cen k geldt 
xX2-2x+1+4Xx?-28x+49 = 25. 

Herleiden levert 5x? — 30x+25 =O en x?—6x+5 = 0 [1p] 
en (x—-1)(x-—5) = 0, dus x= 1 en x= 5. [1p] 

Conclusie: de snijpunten zijn (1, 2) en (5, 10). [1p] 
Opmerking: controleer het resultaat in de tekening. 


tweede methode met behulp van de vectorvoorstelling van lijn k: 

Cirkel c heeft middelpunt (1, 7) en straal 5 dus c : (x- 1)? + (y—7)? = 25. [1p] 

Er geldt x= ten y= 2t. 

Substitutie van x= ten y= 2tlevert (t— 1)? + (2-7)? = 25. [1p] 

Dus voor de snijpunten van cen kgeldtt?—2t+1+4t?—28t+49 = 25. 

Herleiden levert 5f?—30t+25 =O {[1plen t2-6t+5 =0Oen (t-1)(t-5) =O dus t=1 en 
t=5. [1p] 

Conclusie: de snijpunten zijn (1, 2) en (5, 10). [1p] 

Opmerking: controleer het resultaat in de tekening. 


Rechts van het snijpunt 


Toon aan, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 

Analyse: punt A wordt genoemd, dus bereken de coördinaten (x-coördinaat) van punt A. 
Punt B wordt genoemd, dus bereken de coördinaten (x-coördinaat) van punt B. Punt B 
is een top, dus bereken x-coördinaat met afgeleide = 0. Gebruik van afgeleide van f is 
verplicht, let op kettingregel. 


eerste methode, bereken de x-coördinaat van A en B: 

Bereken x-coördinaat punt A: 

glx) = 3- 2x dus 3 - 2x = 0 oplossen levert (2x = 3 dus 2x= 9 dus xy = a} Lp] 
Bereken x-coördinaat punt B: 

fx) = 3 cos(2x) —V2x = 3 cos(2x) — (2297 

Afgeleide van f opstellen: f(x) =—3sin(2x) - 2 -F (22)72. 2=-6sin(2x) — (2x)72 
(of f(x) = —6 sin(2x) SE [2pl 


v2x 
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Punt B is de derde top, dus afgeleide f'(x) = 0 en neem de derde x-waarde vanaf de 
oorsprong waarvoor dit geldt. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP û 


A H 1 CALC ZERO 
Berekenen x-coördinaat punt B met grafische TEESE) 


rekenmachine: EN 
y‚ =-6sin(2x) - (2x) ? en Calc Zero levert xp = 4,7 … [1p] 


Conclusie: omdat 4,7... > a} ligt punt B rechts van 
punt A. [1p] 

Opmerkingen: omdat het gebruik van de grafische 
rekenmachine toegestaan is, is het verder herleiden van 
f/(x) niet nodig. Gebruik in de conclusie dezelfde woorden 
als in de vraag, dus niet A links van B: 


Zero 
Kz4.?39H691 Yz"2.07E-12 


tweede methode, laat zien of de x-coördinaat van A op het dalende stuk links van B ligt of 
op het stijgende stuk rechts van B: 
Bereken x-coördinaat punt A: 
glx) = 3- 2x dus 3 - 2x = 0 oplossen levert 2x = 3 dus 2x= 9 dus xj = a} [ip] 
d 


_1 dl 
Afgeleide van f opstellen: f(x) =—3sin(2x) - 2 -F (2x) 2-2=-6sin(2x) -(2x) ? 
(of f(x) = —6 sin(2x) —J—) [29] 
X 


v2x 
Voor x= a} geldt fla = -2,80.….. dus de grafiek van f daalt als x= ar. 


Dus x= at ligt op het dalende stuk van de grafiek, dus de top van fligt rechts van 


het nulpunt van g. [1p] 

Conclusie: punt B ligt rechts van punt A. [1p] 

Opmerkingen: omdat het gebruik van de grafische rekenmachine toegestaan is, is het 
verder herleiden van f'(x) niet nodig. Gebruik in de conclusie dezelfde woorden als in de 
vraag, dus niet A links van B! 


Altijd raak 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: raken, dus moet gelden f‚(a) = y(a) en f‚'(a) = y'(a). In de raakpunten geldt 
richtingscoëfficiënt = 1. 


eerste methode, raakpunten berekenen en controleren of deze raakpunten op lijn k liggen: 


J _1 
‚0d =p+yx- p= p+lX-p)? dus f(x) = dlp) 2= Ì =p) 


1 
Hoepje SEP 
(ga na wat er door het differentiëren met de parameter p gebeurt) 
Er moet gelden f(x) = y(x) en er geldt y’= 1, dus: 


1 1 1 
—_____—_=1dusyx-p=dusx= pt 
2jx-p ST ik ie. 


dus in de raakpunten geldt x = pe 


Controleer of voor x= p+t geldt dat f(x) = y(x). 


s > dj p= Lpg kt =p+L 
Voor fgeldt: f(x) = f(p +) prod p pls P+ dus y P+ [Ip] 


. _ 1 1 1 _ 1 
Voor k geldt: y(x) = (p + rù =p+ fi + in P+ D) [pl 


Dus voor x= p+t geldt f(x) = y(x) = 1 en f,(x) = Ox). 


Conclusie: lijn k raakt de grafiek van f,. [1p] 
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tweede methode, maak gebruik van de functie g(x) = Nx en van de translatie p naar rechts 5p 
en p omhoog: 


De standaardfunctie glx) = \x transleren over (5) geeft f(x) = p+yX-p. 


y= xe transleren over de vector B geeft de lijn k: y= (x- p) + p= art 
xk raakt. 
1 


1 4 
(X) = Vx = Xx? dus g'lx) =Ix 7 = Lp] 
g g 2 en BET p 


Voor het raakpunt moet gelden g(x) = 


Bewijs nu dat g(x) = \x de lijn y 


y(x) en er geldt y’= 1 dus: 


1 1 1 
(Xx) =——= 1 dus = — dus X=— [1 
9) DE vx 5 z [el 


Dus in het raakpunt van g met richting = 1 geldt x= en ol) = Ien = 7 [pl 


1 sg 
(E 7) ligt ook op de lijn k: y= Xt 1 (want AT 5. 
Dus in (5 4) geldt: g'(x) = y(x) =1 en glx) = y(x), dus yen g raken elkaar. [1p] 
De grafieken van glx) = \x en y= x+E transleren over (5) geeft f‚(x) = p+yx-p 


enk: y= xe dus deze grafieken raken elkaar in GG Pp, T+ p). 


Conclusie: lijn k raakt de grafiek van f,. [1p] 


derde methode, gemeenschappelijke punten (raakpunten) van k en A berekenen: 
Analyse: raken, dus één punt gemeenschappelijk, dus discriminant = 0. 


k: y= x+E snijden met f(x) = p+yx-p, dus p+yx-p = xk [pl] 


2 2 
Oplossen, dus x-p = x+d-p dus x-p= Ot d-p) =X2+2X: -p) +(E-p) [pl] 
A on re ne us = 
Dus 2 +dx- 2PX-X+ 16 Lp+p +p=0 dus x° + { 2 2p) -x+ ET p+p?=0 
3p 
iscrimi eiken taal 2) — 1 21 _op-ap?= 
Discriminant is ( 2 2p) -4-1 ET a 0 dus z*2p+4p Fl 2p-4p“ =0 [ip] 
Voor elke waarde van p is de discriminant gelijk aan 0. {pl Dus ken f, hebben altijd 
één gemeenschappelijk punt. [1p] 
Omdat het randpunt (of de hele grafiek van f,) onder (of rechts van) de grafiek van k 
ligt, is er sprake van een raakpunt (geen snijpunt), zie de figuur. 


Conclusie: lijn k raakt de grafiek van f,. 


Analyse: genoemd worden randpunten, dus druk de randpunten van f‚, uit in p. Het 
randpunt van f‚ ligt op de grafiek van f‚_‚, dus geef de vergelijking van f,‚_ 

Randpunt, dus onder het nae moet 0 staan, dus x— p = 0 dus Xe angpunt = P [1p] 
en Vrandpunt = P+yp- 

Vergelijking f(x) = EA vx-p dus vergelijking f,_‚(x) = p—1+x-(p-1) [ip] (let op 
de haakjes) 

Controle dat randpunt (p‚ p) op grafiek van f,_, ligt: f‚‚(p) =p-1+yp-(p-1) = 
p-1+VPp-p+ =p-1+1= p= Yranapunt [IP] 

Conclusie: het randpunt van f, ligt op de grafiek van f£4 

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien gebruikt worden bij de volgende 
opgave. 
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
2 
eerste methode met behulp van =|lbovenste — onderste) dx: 


1 2 
Analyse: bepaal primitieve van f‚ en |. Gebruik formule oppervlakte =|(f (Xx) — 1(x)) dx. [1p] 
1 


Lijn / gaat door A1, 1) en B(2, 2), dus de vergelijking van lijn lis En X. [1p] 


1 
Primitieve van f‚(x) =1+Vx-1 =1+(x- 1)? is FX) = xee 12 [2p] 


Primitieve van /: y= xis L(x) = Dt 


3 2 


2 102 1 
siadeittielheZd 
ET ita 


2 3 2 
Gevraagde oppervlakte Ï fx) — Ilx)) dx = [X+ L(x- 1)? el 
1 1 


Conclusie: gevraagde oppervlakte = rn [1p] 


tweede methode, de oppervlakte onder de lijn | bestaat uit een driehoek en een rechthoek: 
Analyse: bepaal primitieve van f‚. Bepaal de ORPETURAS onder de lijn 5 


Primitieve van f,(x) =1+\x-1 =1 zei is F(x) male? [2p] 
2 Eh Be 

Oppervlakte onder f, is Ïf (x) dx = eee nj] = 281 +0) = 18 [1p] 
1 1 


Oppervlakte onder lijn / bestaat uit: 
— een rechthoek met hoogte 1 en breedte 1 en dus oppervlakte 1 
— en daarop een rechthoekige driehoek met hoogte 1 en breedte 1 en dus 


oppervlakte En 


De oppervlakte onder lijn lis dus Í5 [1p] 


Conclusie: gevraagde oppervlakte = ie 1 7 = en [1p] 


3 
Slingshot 
14 m 
Bereken, rond af op één decimaal, dus gebruik k dl 
grafische rekenmachine is toegestaan. Ee Ds 


Analyse: de formule F‚= 0,6: (L-8) is gegeven. 
Gevraagd wordt de kracht F. Bereken dus eerst L 
met Pythagoras. 
Lis de lengte van het koord, dus de afstand CB 
(of CA). 

=N7?+20? = 21,18. … [2p] 
Dus F‚= 0,6: (21,18. —8) 
Conclusie: F‚ = 7,9 pl 
Opmerking: let op het aantal decimalen, geef 
tussenberekeningen met niet-afgeronde getallen. 
Tussenberekening niet afronden en dus noteren 
als L = 21,18... (dus met drie punten). 


20 m 
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6p 7 Letop, er worden hier twee vragen gesteld. Een logaritmische functie en haar afgeleide 


Vraag 1: Druk F, uit in x. Druk uit, dus gebruik grafische rekenmachine is in dit eerste deel 


niet toegestaan. 5p Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Vraag 2: Bereken hoe hoog de capsule boven de grond hangt en rond af op één decimaal. Analyse: genoemd worden f(x) en f'(x) = g(x). Bepaal f'(x) en los daarmee de vergelijking 
Bereken, dus de grafische rekenmachine is in dit tweede deel wel toegestaan. f(x) = glx) op. Let op gebruik productregel. 
Analyse: gegeven zijn de formules k 14 m Nl fx) = xIn(x) -x+1 dus f(x) =1- In(x) aad =In(x) +11 =In(x) = glx) [1p] 
Fi, = 2: Fr cos(o) en F‚= 1,8. De kracht F, is (productregel) 
afhankelijk van F‚, dus gebruik ook de formule ik Vergelijking flx) = glx) exact oplossen, dus etc anrersecr MOEN NE 
F‚= 0,6: (L-8). Hierin is L de lengte van het XIn(x) —x+ 1 = In(x) [1p] VEEKTNGD-Ke1 
; f ze dus xIn(x) —In(x) -x+1 = 0 dus 
uitgerekte koord. L is afhankelijk van het 
î In(x)-(x-— 1) —-x+ 1 = 0 dus In(x)-(x— 1) = 1-(x-1)* [1p] 
hoogteverschil x tussen C en B (of C en A). 
dje dus X-1 =0 of In(x) =1 [1plen dus x= 1 of X= @ [1p] 
Dus druk L uit in x. Opgelost moet worden - 
(controleer de antwoorden, zie plot) 
Fi= 1,8: a _ 
Conclusie: x= 1 of x= Ee. 
E. úitdrukeeni Opmerking“: als A. B=A-C dan A =0 of B =C, dus hier 
w Uit RSE Ae nn 20 m metA=x-1lenB=ln(xjen C=1 
L uitdrukken in x levert L° = x° +7° dus of xIn(x) —x+1 = In(x) kan herschreven worden tot 
L=Nx2+49 [1p] x-1 ; 
dus F‚=0,6-(L-8) =0,6-(\x2+49 -8) In(x) nee ie 1 voor x# 1. Dit levert x= e op. Controleer daarnaast of ook x — 1 = 0 dus 
dus F‚,= 2: F‚: cos(a) x= 1 een oplossing is! 
=2-06-(V\x2+49 —8) - cos(c) 
Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Omdat cos(a) = À np] = —Ä-— geldt: Jp 4 g g g 
(a) 8 [pl DT g Analyse: omdat g(x) = f'(x) geldt ook G(x) = f(x) = xIn(x) — x + 1. De primitieve van g(x) is 


Fi,= 2: F‚: cos(c) 
=2.0,6-(N\x+49 -8) -— [ip] 
vx2+49 
Berekenen van x: 
Omdat Fi, = F, en F,= 1,8 moet opgelost worden 2-0,6- (Nx? +49 —8)-—_Ä— = 1,8 [1p] 


vx2+49 


Deze vergelijking oplossen met de grafische NOR. ELO HUT KEN. hat Hf) 
rekenmachine: CALC INTERSECT 


Yaz1.8 
22.06: (DEA0 -8A 
id vx +49 


y= 1,8 


Calc Intersect levert x= 7,25. [1p] 


Conclusie: hoogte boven de grond is 20 — 7,25… 
dus afgerond 13 meter. [1p] 

Opmerkingen: noteer altijd de vergelijking die met behulp van de grafische rekenmachine 
opgelost moet worden. 

Het is niet nodig de vergelijking eerst te vereenvoudigen of deels zelf op te lossen voordat 
hij ingevoerd wordt in de rekenmachine. Let bij je eindantwoord op het aantal decimalen 
(en wat de vraag is). 
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dus gegeven. 


eerste methode met behulp van de uitkomst van de integraal is 0: 
2p 
[obd dx= [GONS = Gl2p) — Gp) = fl2p) — flp) 
p 
f(p) =p: In(p) -p+1en f(2p) =2p: In(2p) -2p+1 
Er moet gelden f(2p) — f(p) =O [ip] dus 2p- In(2p) —2p +1 —(p-In(p) -p+1)=0 pl 
dus 2p: In(2p) -2p+1-p:In(p)+p-1=0 
dus 2p: In(2p) —p- In(p) -p =O dus p- (2- In(2p) —In(p) -1) =O [1p] 
dus 2 In(2p) —In(p) -1 = 0 [1pl (p = O voldoet niet) 
2 
In((2p)?) —In(p) -1 =0 dus n( 22) —1 =0 dus In(4p) =1 [2p] dus 4p =e 
(rekenregels logaritmen) Ë 


Conclusie: p = Le [1p] 


Opmerking: als primitieve van g(x) kan in plaats van f(x) = xIn(x) — x + 1 ook 
G(x) = Xx In(x) —-x genomen worden. 


tweede methode met behulp van twee gelijke oppervlaktes: 
Analyse: de oppervlaktes links en rechts van het snijpunt van de grafiek van g met de x-as 
moeten gelijk zijn. 


Snijpunt van g met de x-as: glx) = f(x) = In(x) =O dus x= 1 
1 2p 

Opgelost moet worden —[alx) dx= jat) dx [1p] 

\ pb 1 
Omdat —[glx) dx = —[GOA)],,= -G(1) + Glp) = (1) + fp) en 
2p p 
[abd dx= [GOA = Gl2p) — GUI) = Fl2p) — A11) pl 
geldt —f(1) + f(p) = f(2p) — f(1) dus p- In(p) -p+1 =2p:In(2p) -2p+1 [1p] 
dus 2p- In(2p) —p- In(p) -p =O dus p- (2-In(2p) —In(p) -1) =0 
dus 2: In(2p) —In(p) -1 = 0 {1p]l (p = O voldoet niet) 
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2 
In((2p)?) —In(p) -1 =0 dus n( ka ) —1 =0 dus In(4p) =1 [2pl dus 4p =e 
(rekenregels logaritmen) p 


Conclusie: p = Le [1p] 


Opmerking: als primitieve van g(x) kan in plaats van f(x) = xIn(x) — x + 1 ook 
G(x) = x In(x) —-x genomen worden. 


Gebroken goniometrische functie 


tweede methode, perforatie als de teller en noemer voor x = a nul zijn én de limietwaarde 
voor x= a bestaat. Begin met de noemer = 0: 
Perforatie: teller en noemer zijn voor dezelfde waarde van x gelijk aan 0. [1p] 
Noemer is 0 als p — sin(x) = 0 dus als sin(x) = p. 
Als sin(x) = p dan geldt 1 — cos°(x) = p dus dan geldt cos{(x) = 4/1 — p. [1p] 
Als de teller cos(x) = 4/1 —p is gelijk aan O dan geldt p = 1. [1p] 

cos(x) 


Controle: als p = 1, heeft f(x) = - 
1 —sin?(x) 


dan perforaties? 


Teller cos(x) = 0 als x= Art kr [1p] 


6p 10 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
, E cos(x) cos(x) 1 : n 
Analyse: opgelost moet worden f(x) =\|2. (Denk aan de goniometrie-formules vooraan het fd) = D= rn Lplen lim f,(x) = lim 
; Ee 1-sin?(x) _cos°(x) _coslx) sle xlr COS(X) 
examen, zie ook de bijlage formuleblad in deze examenbundel.) ' 2 2 
8 (en voor de andere waarden van x= —1 + kr) bestaat niet. 
Opgelost moet worden EN = V2 [1p] dus cos{x) = V2- -sin?(x) 2 
=sin"(x) Conclusie: de grafiek van f(x) heeft geen perforaties. [1p] 
Z . 2) — Od DA = 
dus cos(x) = (2 - (cos? (x) — 1) [1p] (want sin? (x) +cos?(x) = 1) Opmerkingen: beschouw het hele domein, dus vergeet de +k van x =In + kr niet. Het 
2 = 
dus 2 - cos*(x) — cos(x) —V2 =O [1p] controleren van oplossingen is, zeker in deze opgave, belangrijk. Een schets verduidelijkt 
Tav1-4.N2- 2 de situatie. 
dus cos(x) = vz EK: (abe-formule) [1p] 
2-2 2-2 
_2 4 1 4 2 4p 12 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
dus cos(x) = == 2 [pl (of cos(x) =S = L- = V2 (heeft geen 
B 22 2 3 22 vz eerste methode met behulp van de y 

oplossingen)) a p 
richtingscoëfficiënten: 

cos(x) = „=d 2 dus x= Sr of x= Kn Analyse: denk aan het product van de Íp 

2 4 8 richtingscoëfficiënten = —1. Druk de E p 

Conclusie: de x-coördinaten van Aen B zijn x= Sn en X= an [pl coördinaten van R O en R uit in p. Se Dd 

De punten zijn PO, &), Or, —) en kr el 
6p 11 Onderzoek, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Riz 1 p Pp 0 Dd Pa 

Analyse: perforatie, dus teller en noemer zijn voor dezelfde waarde van x gelijk aan 0 én li p Hp na 

de limiet bestaat. nn reen : 1) 
De richtingscoëfficiënt van PQ is 

eerste methode, perforatie als de teller en noemer voor x = a nul zijn én de limietwaarde 


voor x = a bestaat. Begin met de teller = 0: 
Perforatie: teller en noemer zijn voor dezelfde waarde van x gelijk aan 0. [1p] 


Teller cos(x) = 0 als x= In + kr [1p] 


sin(Jr+2ke) =1en sin(14r+2kr) =-1, 


dus voor deze waarden van x geldt sin(x) = 1 of sin(x) = -1 dus sin?x) = 1, [1p] 


dus als x= Int kn en noemer p — sin?(x) = 0 dan moet gelden p = 1. [1p] 


sid: 
Ay _TPPp_ 2 


Ax _n-—0 pr 


EL 
De richtingscoëfficiënt van OR is sld =? 
Ax 2 


Loodrecht als EE, dus als En = p? [1p] 
Pr pr T 


Conclusie: PQ en OR staan loodrecht op elkaar als p = en of p= Ze [1p] 
Tl 


tweede methode met behulp van de richtingsvectoren: 
Analyse: denk aan het inproduct van de richtingsvectoren = 0. Druk de coördinaten van B 


f‚) = EN heeft een perforatie als voor x= An+krde lim f,(x) bestaat. O en R uit in p. 
1 -—sin?(x) 2 nr _ 1 1 
De punten zijn P(O, —), Olm, —) en R(2n, —) [1p] 
___eoslx) _ coslx) _ 1 8 at 1 p p p 
f(x) = n= Ts Uplen lim f(x) = lim geeft 
1-sin?(x) _cos°(x) _coslx) neden neden cos(x) =$ n-—0 7 
De richtingsvector PO = 1 al= ( 2). 
1 gedeeld door 0, dus deze limiet bestaat niet. TD Pp 7) 
Dus de grafiek heeft voor x= Jr+ kr een verticale asymptoot (teller # 0 en noemer = 0). en — 2n 1 ” 
2 De richtingsvector OR = { 1 1}={ 2 | [pl 
Conclusie: de grafiek van f‚(x) heeft geen perforaties. [1p] Pp p 


Opmerkingen: beschouw het hele domein, dus vergeet de +kn van x =Ir + kn niet. Het 


controleren van oplossingen is, zeker in deze opgave, belangrijk. Een schets verduidelijkt 
de situatie. 
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1e 1 4 4 
Loodrecht als {|_2 }- | 2 } =O dus als n? ——- = 0 dus als p? =S [1p] 
=p D p? m2 


: d AB 2 2 
Conclusie: PO en OR staan loodrecht op elkaar als p = Dn of p= [1p] 
” 
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derde methode met behulp van een rechthoekige driehoek: tweede methode, vergelijking van m opstellen: 
- H 2 2 2 
Analyse: gebruik Pythagoras. Als geldt PQ“ + OR“ = PR° dan staan PO en OR loodrecht op Lijn k gaat door A(O, 10) en B{40, 0), dus k: y = 10 Ir (pl 


elkaar. 
De punten zijn P(o 1) Olm sel) en R(2n 1) [ip] De punten A, Ben P vormen géén driehoek als Pop het snijpunt van de lijnen ken m 
” ZN od — n 
Dus lengte PQ = OR =4 El +1° (Pythagoras) en lengte PR = 21 [1p] Omdat m{XT be galätwvaor lines axr40t [pl 
2 „ne 2 Dn Pi 2 22 Ai? 2 2 ed n 
Ae eend id (5 ek Ee) nen Ea mik Voor het snijpunt van ken m geldt: 10-Ax=-Sx+404 pl dus J-x=304 
(Pythagoras) 4 5 5 20 5 
4 dus x= 88 


4 
Pr zn dus als p° = pn [pl Conclusie: de gevraagde coördinaten van P zijn (88, —-12) [1p] 
Conclusie: PQ en OR staan loodrecht op elkaar als p = 2 of p= en, [1p] 

5 di 8p 14 Onderzoek op algebraïsche wijze, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
vierde methode met behulp van twee rechthoekige driehoeken: 
Analyse: driehoek POR is symmetrisch ten opzichte van de verticale lijn door O. Als eerste methode met behulp van 1:1:\2 
driehoek POR rechthoekig is, dan moet gelden |Xxo— Xp| =|Yo- Yel- driehoeken: 
Analyse: gelijkbenig dus |AP]I = IBP]. 


z 1 1 1 
De punten zijn P(O, p' On, Sn en Al2n, Pp ip] Als bovendien de hoek bij P recht is, dan is 


Driehoek POR is symmetrisch ten opzichte van de verticale lijn door OQ. Als driehoek driehoek ABP gelijkvormig met een driehoek 
POR rechthoekig is, dan moet gelden dat |xo— Xp] = [Yo - Ye|- met zijden 1, 1 en N2 (zie afbeelding), 
1 dus moet gelden 2 - |API = |ABI. Druk de 
[Xo-Xp|= 7 dus [Yo — Yp] = 7 [1p] dus FS = 5 = 7 [1p] coördinaten van P uit in t. 
P heeft als coördinaten (18 + 5t, 30 — 31). 5 É 

dus H5 =ndus-Z=nof- der Ken 

p p p A(O, 10) dus lengte API = \(18 +51)? + (20 — 31)? 
Conclusie: PQ en OR staan loodrecht op elkaar als p = en of p= -À [1p] B(40, 0) dus lengte IBPI = lt22 55? +(30- 31? 


|API =1BPI [(1p] dus \(18 +5H? + (20 — 30)? = (22-50? +(30 36° (ip]dus 1 


Driehoek met bewegend hoekpunt 33 
60t+724 = -400t+ 1384 [1p] dus t= 23 (= 1,43...) pl 


1 


2 2 
Lengte van AP (of BP) is dus |AP] = (255) + (1538) =A 880 en (= 29,66...) [1p] 


Lengte van |ABI = V102+40? = 1700 (= 41,23...) 1pl 
Als de hoek bij P recht is, dan moet gelden \2 - |API = |AB| maar 
12: 380 an # 1700 (of \2- 29,66... # 41,23...) (1p] 


De hoek bij Pis dus niet recht. [1p] 

Conclusie: het gevraagde punt P bestaat niet. 

Opmerking: ‘algebraïsch’ dus het gebruik van de niet-afgeronde decimale breuken (met de 
dus k: y= 10— Ex [pl] drie stippen) en de ‘is gelijk’-tekens (in plaats van ‘ongeveer'’-tekens) is toegestaan. 


5p 13 Bereken, dus gebruik grafische ’ 
rekenmachine is toegestaan. 
Analyse: de punten A, B en P vormen 
géén driehoek als P op het snijpunt 
van de lijnen ken m ligt. Bereken de 
coördinaten van dit snijpunt. Stel de 
vergelijking van lijn k op. 


eerste methode, m substitueren in k: 
Lijn kgaat door A(O, 10) en B(40, 0), 


D ten A, Ben P één driehoek als P op het snij t de lij k 8 
ed ee eneen nanne aaan amedenhd tweede methode met behulp van vectoren en inproduct: 


ligt. [ip] Analyse: loodrecht dus inproduct = 0. Gelijkbenig dus |API = |BP|. Druk de coördinaten van 
‚fx=18+bt bsti nn kt: Puitint 
de il y=30-3t SASSEN Un GEE; P heeft als coördinaten (18 + 5t,‚ 30 — 31). 
1 1 1 
30 -3t= 10 ——(18+5t) [1p] dus 30 -3t=5—-1—tdus t= 14 [1p] AP elit) N iel) à 
ke re zon een TN 


Conclusie: de gevraagde coördinaten van P zijn (88, —12) [1p] se 
Loodrecht als AP- BP = 0 dus als (18 +5t) -(— 22+5t) + (20 —3t) (30 —-3t) = 0 [1p] 


dus 341? —170t+ 204 = 0 dus t° —-5t+6 = 0 dus (t-3)(t-2) =O {1p] 
t=2 geeft P(28, 24) [pl en t=3 geeft P(33, 21) [pl 

In geval t= 2 en P(28, 24) dan lengte |AP] = \28° + 14° = 980 en 
lengte IBP] = \12° + 24° = 720 
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In geval t= 3 en P(33, 21) dan lengte |API = \332+ 11° = 
lengte IBP] = V72 +21? = 490 [1p] 

Conclusie: in beide gevallen geldt |API # IBPI, dus het gevraagde punt P bestaat niet. [1p] 
Opmerking: ‘algebraïsch’, dus het gebruik van de niet-afgeronde decimale breuken (met 


drie stippen) is toegestaan. 


1210 


derde methode met behulp van diagonalen: 

Analyse: als hoek APB een rechte hoek is én IAP/ = /BP/, dan zijn A, B en P de hoekpunten 

van een vierkant APBC. Dan is AB een diagonaal. Punt P moet dan op de andere diagonaal 

liggen én tegelijkertijd op lijn m liggen. De diagonalen van een vierkant snijden elkaar 7p 
loodrecht middendoor. [1p] 

A(O, 10) en B(40, 0). Het midden van AB is het punt M(20, 5) [1p] 


and (20 5 
Omdat AM = _5 [pl geldt MP = 20 en dus P(25, 25) [1p] 


Pligt op men heeft dus als coördinaten (18 + bf, 30 — 34) 11p] 
Dus moet gelden 18 + 5t= 25 en tegelijkertijd 30 — 3t= 25. 


18 + 5t= 25 geeft t=L én 30 — 31 = 25 geeft t= 5 (20 


Conclusie: het gevraagde punt P bestaat niet. [1p] 


vierde methode met behulp van cirkel en Thales: 

Analyse: stel de vergelijking op van de cirkel met middellijn AB. Snijpunt cirkel en lijn m is 
een mogelijk punt P Controleer of API = |BP]. 

Cirkel c met middellijn AB heeft middelpunt M(20, 5) en straal r= 425 dus geldt 

c: (x- 20)? +(y—5)? = 425 [1pl en er moet gelden ZAPB = 90° dus Pligt op deze cirkel 
(Thales). [1p] 

Snijden cirkel c met lijn m geeft (18 + 5t— 20)? + (30 — 3f— 5)? = 
dus 34 t? — 170t+ 204 = 0 dus t° —5t+6 = 0 dus (f— 3) (t— 2) 
t=2 geeft P(28, 24) en t= 3 geeft P(33, 21). 11p] 


425 
= 0 [2p] 


In geval t= 2 en P(28, 24) dan lengte |AP] = \28° + 14° = 
lengte IBP] = V12? + 24° = 720 [1p] 

In geval t= 3 en P(33, 21) dan lengte |API = \33° + 11? = 1210 
lengte BP] = V72+ 21? = V490 [1p] 


Conclusie: in beide gevallen geldt API # |BPI, dus het gevraagde punt P bestaat niet. [1p] 
Opmerking: ‘algebraïsch’, dus het gebruik van de niet-afgeronde decimale breuken (met 
drie stippen) is toegestaan. 


vijfde methode met behulp van middelloodlijn: 
Analyse: API = |BP] dus P ligt op middelloodlijn van AB. P ligt mogelijk op snijpunt 
middelloodlijn en lijn m. Controleer of ZAPB = 90°. 


Het midden van AB is M(20, 5) en richtingscoëfficiënt AB = tE [1p] 


Middelloodlijn heeft dus richtingscoëfficiënt 4 dus y= 4x+b 
M(20, 5) invullen levert y= 4x-—75 (of y—5 = 4(X-— 20)) [1p] 


… nl ‚fx=18+bt D 
Snijden met lijn mÂ y=30-3t geeft 30 —- 3t= 4(18 +5t) — 75 [1p] 
Dus t= 23 (t= 1,43.) dus P(25-Â- 2516) (of P(25,17….; 25,69...) 1pl 
23 Ö 23 as dd 
API =|BPI en als ZAPB = 90° dan geldt (AP)? + (BP)? = (AB)? 
2, BP? = Ay (2518) 42 
AP? + BP? = (25 ze) +(2555) =880g (= 880,07.) Up] 
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Examen 2019-1 UITWERKINGEN 


AB? = 102 +40? = 1700 [1p] 

Dus (AP)? + (BP)? # (AB)? [11pl 

Conclusie: het gevraagde punt P bestaat niet. [1p] 

Opmerking: ‘algebraïsch’, dus het gebruik van de niet-afgeronde decimale breuken (met de 
drie stippen) en de ‘is gelijk’-tekens (in plaats van ‘ongeveer'’-tekens) is toegestaan. 


Afgeknotte paraboloïde 
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, druk V en A uit in a en b: 


b 
Analyse: bereken de inhoud, dus gebruik n- Í(foo)? dx. Genoemd wordt h- A, dus bepaal 
ook hen oppervlakte A. 2 


b b b 

Inhoud V van de afgeknotte paraboloide: 7 - Ï flx))? dx= rn: [Gx)? dx [Ip] = 7: jx dx = 
b a a a 

”: xl Upl= nt: (Db -Fe) {1p] 

Hoogte h van afgeknotte Rärabololde! is afstand tussen ben adus h=b-a 


Oppervlakte cirkel: A= 7- r2=1- (Nm) =r- m 


m is het midden van aen bdus m= 24 1p} dus A= "mean: 248 [Lp] 
eat 
Uitwerken levert: (b—a) -n- Die. Len(b-a): (b+a) =—-n-(b?+ab-ab-a°) 


=d tbe aeg pt? 
sn te a°) "(Gb za) pl 


Conclusie: V=h- A. 


tweede methode, druk V en A uit in m en h: 


b 
Analyse: bereken de inhoud, dus gebruik: [(foo)? dx. Genoemd wordt h- A, dus bepaal 
ook hen oppervlakte A. 8 


b 
Inhoud van de afgeknotte paraboloïde: 77 - joa)? dx met b= m+bh en a= mh [1p] 


1 1 
M4_-h mh 
malh 


[ (fo)? dx= 7 [ (lx) dx [ip = 7 [ xl £_ppl 
1 ml mh 2 
2 2 2 


Ar (lemah) -{m-Lh}) ol 
2 2 2 


Uitwerken levert: Va dn: ((m?+mh+h?) (m?- mh+ N= = Ie: (2mh) = rmh [1p] 


Oppervlakte cirkel: A= 7-1? = nm) =n- m {pl dus h- A= h-r-m [19] 
Conclusie: V=h- A. 
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Minimale lengte 


De functie f wordt gegeven door f(x) = x(x — 3)? + 2. Op de grafiek van f ligt het 
punt P. Verder is gegeven het punt A (7, 0). Zie de figuur. 


De lengte van lijnstuk AP hangt af van de positie van P. In de figuur is P zó gekozen 


dat de lengte van lijnstuk AP minimaal is. 


figuur 


} 


1 Bereken deze minimale lengte. Geef je eindantwoord in twee decimalen. 
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Bewegend punt 


Examen 2019-11 


De beweging van een punt P wordt beschreven door de volgende 


bewegingsvergelijkingen: 


x(t) = cos(2t) — sin(2t) 
ee = sin(2f) — sin(f) met 0 <t< 27 


Op verschillende tijdstippen bevindt P zich 
op de x-as. Op een van die tijdstippen 
bevindt P zich links van de y-as. 

Zie figuur 1, waarin de positie van P op 
dit tijdstip is aangegeven. 

Bereken exact de x-coördinaat van P op 
dit tijdstip. 


Op de tijdstippen f = O en f= 7 bevindt 

P zich in hetzelfde punt. Dit punt is met 
een stip aangegeven in figuur 2. 

Ook zijn de snelheidsvector van P op 
tijdstip f = O en de snelheidsvector van P 
op tijdstip f = r aangegeven. 


eindantwoord in één decimaal. 


figuur 1 


figuur 2 


3 Bereken algebraïsch de hoek in graden tussen deze twee snelheidsvectoren. Geef je 
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Raaklijn in knikpunt 
De functie f wordt gegeven door: 
fo) =Ix-2| (Ax+2) 1 


De grafiek van f heeft een knik in het punt A. Dit punt verdeelt de grafiek in twee 
delen. De lijn /is de raaklijn in A aan het linkerdeel van de grafiek. Zie de figuur. 


figuur 


4 Stel op exacte wijze een vergelijking van lijn / op. 
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Optimale snijsnelheid 


In de metaalindustrie worden met een boormachine gaten in harde materialen 
geboord. Zie de foto. 


foto 


De levensduur van een boor is afhankelijk van de (snij)snelheid: dit is de snelheid 
waarmee de buitenkant van de boor door het metaal snijdt. Bij een hoge snelheid zal 
de boor snel slijten waardoor de levensduur kort is. 


Rond 1900 stelde F.W. Taylor het volgende verband vast: 

V-TM=C 

Hierin is: 

— Vde (snij)snelheid van de boor (in meter per minuut (m/min)) (V ligt vaak tussen 
de 5 en 150 m/min), 

— T de levensduur (in minuten), 


— _m een constante die afhangt van het materiaal waarvan de boor is gemaakt, 
— C een constante die afhangt van het materiaal waarin wordt geboord. 


De waarden van m en C worden experimenteel bepaald. De resultaten van een 
meting in een bepaalde situatie zijn: 

— Bij een snelheid van 20 m/min is de levensduur 116 minuten. 

— Bij een snelheid van 30 m/min is de levensduur 40 minuten. 

Bereken algebraïsch de waarden van m en C in deze situatie. Geef m in twee 
decimalen en C als geheel getal. 


In een fabriek boort één boormachine 24 uur per dag dezelfde soort gaten. Het is 
belangrijk de snelheid van de boor goed in te stellen: een hoge snelheid betekent dat 
het boren van een gat minder tijd kost. Maar daar staat tegenover dat de boor sneller 
vervangen moet worden. 

Men wil berekenen bij welke snelheid V het aantal geboorde gaten A per 24 uur 
maximaal is. 
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Om A uit te kunnen drukken in V doen we de volgende aannames: 

a Het aantal gaten N dat in één minuut geboord kan worden, is recht evenredig met 
de snelheid V van de boor. Bij een snelheid van 20 m/min boort deze boor 6 gaten 
in één minuut. 

b Met behulp van de formule van Taylor is te berekenen na hoeveel minuten boren 
de boor vervangen moet worden. Voor het boorproces in deze fabriek geldt 
C = 150 en m = 0,25, dus V-T02 = 150. 

c Het vervangen van een boor kost telkens 2 minuten. De boormachine is dus maar 
een deel van de tijd bezig met boren. 


Voor dit deel d geldt: d =—er 
d Voor het aantal geboorde gaten A per 24 uur geldt: A = 1440:N-d 


Met de aannames a, b, c en d kun je voor A de volgende formule opstellen: 
de 432V 


2 4 
VS + 
150 ve 


Leid deze formule voor A af uit de aannames a, b, c en d. 
In de figuur is de grafiek van A weergegeven voor 5 < V < 150. 


figuur 


30 000 + 
A 
Î 


20000 + 


10000 + 


Ó 50 100 150 


Uit de grafiek blijkt dat er een snelheid is waarbij het aantal geboorde gaten per 
24 uur maximaal is. 


7 Bereken algebraïsch deze snelheid in m/min. Geef je eindantwoord in één decimaal. 
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Oppervlakte onder een sinusgrafiek 
De functie f met domein [O, z] wordt gegeven door f(x) = 2sin(x). 


We bekijken het gebied dat begrensd wordt door de grafiek van f‚, de x-as, de lijn met 
vergelijking x = p en de lijn met vergelijking x = n — p. Hierin is 0 <p < En zn. In figuur 1 


is dit gebied grijs. De oppervlakte van het gebied is A(p). 


figuur 1 
y 
Jk 
f 
1 
(0) P nd 7 Xx 


Er geldt: A(p) = 4 cos(p). 

Bewijs dat deze formule voor A(p) juist is. 

De lijn met vergelijking x = p snijdt de grafiek van f in het punt P. 

De lijn met vergelijking x = r — p snijdt de grafiek van f in het punt Q. 

De horizontale lijn door Pen Q verdeelt het grijze gebied in twee delen. Het deel 


boven deze lijn is V, het deel onder deze lijn is W. Zie figuur 2. 


figuur 2 


Er is één waarde van p waarvoor de oppervlakten van V en W aan elkaar gelijk zijn. 


9 Bereken deze waarde van p. Geef je eindantwoord in twee decimalen. 
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Horizontale en verticale asymptoot Wind aan zee 
De functie f wordt gegeven door: Wind heeft een richting en een snelheid. Daarom kan wind als een vector worden 
e2* — 1000 weergegeven. In de figuren bij deze opgave wordt een wind met een snelheid van 
f(x) = A0 1 m/s weergegeven als een vector van 1 cm. 
De grafiek van f heeft een horizontale asymptoot en een verticale asymptoot. In de Op een warme zomerdag worden aan de kust de windrichting en de windsnelheid 
figuur is de grafiek van f met de beide asymptoten weergegeven. De twee asymptoten door twee processen bepaald: 
snijden elkaar in het punt B. — de luchtstroming van een gebied met hoge luchtdruk naar een gebied met lage 
Het punt A is het snijpunt van de horizontale asymptoot en de y-as. luchtdruk: dit is wind Ws 
Het punt C is het snijpunt van de horizontale asymptoot en de grafiek van f. — de luchtstroming die ontstaat doordat de temperatuur boven zee anders is dan 
boven land: dit is wind W. We gaan er in deze opgave van uit dat deze wind 
figuur loodrecht op de kustlijn staat en richting het land waait. 
j In figuur 1 is een voorbeeldsituatie getekend waarbij wind Ws in westelijke richting 
Ì waait. 
l 
Ï 
| figuur 1 
Ï 
Ï 
N y 
| b 
w{ jo :S 
| 5 
4 Z zee £ 
ad land 
Ï 
l 
Ï 
l 
Ï 
l 


7p 10 Bewijs dat B het midden is van lijnstuk AC. 


De resulterende wind w, is de wind zoals die wordt ervaren door iemand die zich aan 
de kust in punt O bevindt. Er geldt: w, = W‚ + W. 


Op de uitwerkbijlage achteraan dit examen is een deel van een kust getekend. 

Er geldt: 

— De wind w, waait met een snelheid van 4 m/s landinwaarts. 

— De wind W, waait met een snelheid van 6 m/s. 

— De resulterende wind W, waait evenwijdig met de kustlijn. 

Op basis van bovenstaande drie gegevens zijn er twee mogelijkheden voor Wa 
4p 11 Teken op de uitwerkbijlage deze twee vectoren Ws Neem daarbij punt O als 

beginpunt van Ws Licht je aanpak toe. 
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Op een plek langs de Nederlandse kust (in figuur 2 het punt O) maakt de kustlijn een 
hoek van 30° met het noorden. Op zekere dag waait de wind Ws met een snelheid 
van 5 m/s in zuidwestelijke richting. De wind W, heeft een snelheid van 3 m/s en staat 
loodrecht op de kustlijn. 

In figuur 2 zijn de lijn noord-zuid en de lijn oost-west de assen van het assenstelsel. 
De lijn door O waar vector Ws op ligt, is gestippeld getekend; die maakt dus een 

hoek van 45° met het noorden. Figuur 2 staat ook op de uitwerkbijlage achteraan dit 
examen. 


figuur 2 


land 


12 Bereken algebraïsch de snelheid in m/s van de resulterende wind. Geef je 


eindantwoord in één decimaal. Je kunt bij deze vraag de uitwerkbijlage gebruiken. 
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Twee logaritmische functies 


De functies fen g worden gegeven door: 
f(x) =log(x) en _ g(x) =loglxx) — 1 


De lijn met vergelijking y = q snijdt de grafiek van f in het punt A en de grafiek van g 
in het punt B. Zie figuur 1. 


figuur 1 


y 


Er zijn waarden van q waarvoor A links van B ligt en de lengte van lijnstuk AB gelijk is 
aan 3. 


13 Bereken deze waarden van qg. Geef je eindantwoorden in twee decimalen. 
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Het snijpunt van de twee grafieken ligt bij x = 10. 

Gegeven is p > 10. De lijn met vergelijking x = p ligt dan rechts van het snijpunt van 
de twee grafieken. 

De lijn met vergelijking x = p snijdt de grafiek van f in het punt C, de grafiek van g in 
het punt D en de x-as in het punt E. 

Doordat p > 10, ligt D boven C. Zie figuur 2. 


figuur 2 


y 


Sp 


De verhouding tussen de lengte van lijnstuk CD en de lengte van lijnstuk CE hangt af 
van p. Er geldt: 


CD _ 2 log(p) — 2 
CE log(p) 


Bewijs dat deze formule voor É£ juist is. 


Als p onbegrensd toeneemt, nadert de verhouding En tot een grenswaarde. 


Bereken exact deze grenswaarde. 
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Parabool en cirkel met variabele straal 


Gegeven is de parabool met vergelijking y = x? en een punt M (O, r) op de positieve 
y-as. We bekijken de cirkel met middelpunt M en straal r. Het punt O (O, 0) ligt op 
deze cirkel en op de gegeven parabool. 


Afhankelijk van de waarde van r hebben de cirkel en de parabool één 
gemeenschappelijk punt of drie gemeenschappelijke punten. 


In figuur 1 is de situatie met r = En getekend, waarbij er één gemeenschappelijk punt 
is. In figuur 2 is de situatie met r= 1 getekend, met drie gemeenschappelijke punten. 


figuur1 r= Dn figuur2 r=1 


y x 


(0) X o D 


16 Bereken exact voor welke waarden van r de cirkel en de parabool drie 
gemeenschappelijke punten hebben. 
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In de rest van deze opgave gaan we uit van de situatie waarin de cirkel en de Uitwerkbijlage bij de vragen 11 en 12 
parabool alleen punt O gemeenschappelijk hebben. 


De lijn k gaat door M en is evenwijdig aan de x-as. 11 

Vis het gebied rechts van de y-as dat wordt ingesloten door de cirkel, de parabool en N 
lijn k. In figuur 3 is dit gebied lichtgrijs gemaakt. 

Wis het gebied rechts van de y-as dat wordt ingesloten door de cirkel, de y-as en be 
lijn k. In figuur 3 is dit gebied donkergrijs gemaakt. 7 


zee 


figuur 3 


land 


3 5 e 


Wanneer de cirkel wordt gewenteld om de y-as, ontstaat een bol met inhoud 4 mè. 


De gebieden Ven W worden gewenteld om de y-as. 
Er is een waarde van r waarvoor de inhoud van de omwentelingslichamen van Ven 
W aan elkaar gelijk zijn. 

sp 17 Bereken exact deze waarde van r. 
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Hints bij examen 2019-II 


Lengte, dus denk aan Pythagoras. De grafische rekenmachine is toegestaan, dus 
afgeleide = 0 is niet nodig. 


Snijden met de x-as, dus y(t) = 0. Denk aan de formules goniometrie. 
Bereken snelheidsvectoren met behulp van x(t) en y(t). Denk aan het inproduct. 


Absoluutstrepen, knikpunt bij x = 2. Splits in twee formules zonder absoluutstrepen 
door middel van x— 2 en -Xx+ 2. 


Gegeven zijn de formule voor Cen twee combinaties van Ven T. Dit levert twee 
vergelijkingen met twee onbekenden op. Hiermee kunnen de waarden van men C 
berekend worden. 


In de gevraagde formule zijn Aen Vde variabelen, dus Nen d uitdrukken in V. Ga 
uit van de formule A = 1440. N- d. 


Maximaal, top, dus afgeleide = 0. Let op gebruik van de quotiëntregel. 
Tp 

Oppervlakte, dus gebruik | fx) dx. 
p 

Herleid de uitkomst door gebruik te maken van cos(m — x) = —-cos(x). 


Oppervlaktes van Ven W zijn even groot, dus Opp, = Opp en Alp) = Opp, + Opp w- 


Genoemd worden de horizontale asymptoot, de verticale asymptoot en punt B. 
Bereken eerst deze asymptoten en punt B. Let op: horizontale asymptoot alleen als 
X > —oo, 


Er moet gelden W‚+ Wyj= W‚. 
Wa heeft lengte 6, dus het eindpunt van Wa ligt op een cirkel met straal 6. 


De hoeken van w‚en w‚ met de positieve x-as zijn bekend, dus w‚en w ‚kunnen 
opgesteld worden. 


De x-coördinaat van A noemen we a, en de x-coördinaat van B noemen we b, 
dan geldt a + 3 = b dus moet gelden q = f(a) = gla + 3). Bereken, dus de grafische 
rekenmachine mag gebruikt worden. 


Dligtop g, dus D(p, In(py{p) —1). Noteer CD en CE. Er geldt CD = DE — CE. 
Gebruik het resultaat van de vorige opgave. Herschrijf het gegeven quotiënt. 


Stel de vergelijking op van de cirkel met middelpunt (0, r) en straal ren bereken de 
snijpunten met de parabool. 


Ym 
Gebruik Í (nx°)dy = 
Yo 
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Uitwerkingen bij examen 2019-II 


Minimale lengte 


Bereken in twee decimalen nauwkeurig, dus gebruik 
grafische rekenmachine is toegestaan. 

Analyse: lengte, dus denk aan Pythagoras. Minimaal, 
dus denk aan afgeleide = 0. 

P heeft als coördinaten (x, x(x-— 3)? + 2) en A(7, 0). 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP û 
CALC MINIMUM 
VAESUCP-KEICHCK-3I20 22) 


Afstand tussen Pen Ais d= (Ax)? + (Ay)? = 
VO 2 + (0 — (xx 3)? + 2))?. [2p] 

Minimale afstand van d berekenen met de 
grafische rekenmachine. 

vi= 7 20? + (xx 312 +2)? cale minimum geeft x= 3,25. en y= 4,34. [1p] 
Conclusie: de minimale lengte is 4,35. [1p] 

Opmerking: let op het aantal decimalen. Omdat het gebruik van de grafische rekenmachine 
is toegestaan, is verder herleiden van afstand d niet nodig. In dit geval is differentiëren en 
de vergelijking afgeleide = 0 oplossen niet nodig. 


Hinimum 8 
Xz3.2515774 YzH.3492768 


Bewegend punt 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: snijden met de x-as, dus y(t) = 0. Denk aan de formules goniometrie, bijlage bij 
het examen, zie ook de bijlage formuleblad in deze examenbundel. 


eerste methode, met behulp van sin(A) = sin(B): 
y(t) =O dus sin(2t) = sin(t) [1p] 
Dus 2t= t+2kr of 2t= n— t+ 2kn [1p] 


Dus t=2kr of t= dr+Ân 
Dus (op het gegeven domein geldt) t= 0, t= En, t=n, t= 1ôn en t= 27 [1p] 
1 1 1 2 1 1 
=i eed mn tn a = hand ze —— = 
HO) =1, AET) =S, Xr) = 1, AG) = +, VB en M2n) =1 


Conclusie: x-coördinaat van het getekende punt Pis xn 5 en El [1p] 


tweede methode, met behulp van sin(2t) = 2 sin(t) cos(t): 

tb =sin(2t) —-sin(t) = 2sin(t) cos(t) —sin(t) [1p] 

y(t) =O dus 2sin(t) cos(t) — sin(t) =O dus sin(t) - (2cos(t) -1) =0 
Dus sin(t) =O of 2cos(t) -1=0 


Dus sin(t) = 0 of cos(t) =d [pl] 
Dus t= kr of tert 2 of teFrn+ 2 


Dus (op het gegeven domein geldt) t= 0, t= Ed te f= 1ôr en t= 217 [1p] 


x(0) = 1, xr) =r 3, x(t) = 1, xn) ank en x(2n) = 1 


Conclusie: x-coördinaat van Pis xn) = J-5 [pl 
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Bereken algebraïsch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
eerste methode, met behulp van de hoek tussen de snelheidsvectoren: 


Analyse: bereken eerst de snelheidsvectoren met behulp van X'(t) en y(t). Gebruik de 
tijdstippen t=Oen t=r. 

Bereken een hoek, dus denk aan het inproduct. 

Afgeleide van cos{(2t) is —-2 sin(2t) en afgeleide van sin(2t) is 2 cos(2t). 


us atesiendesAn is = cos(2t) —sin(2t). en =-2sin(2t) - 2 cos(2t) [2pl 

e HB = sin(2t) —sin(t) YE = 2 cos(2t) —cos(t) E 

_ x'(0) = -2 sin(O) — 2 cos(0) = -2 
Voor t= 0 geldt { Mor epEl0r= cast0l =1 en voor 

5 X'(r) =-2sin(2n) —-2cosl2n) = -2 

KOS { y'(n) = 2cos(2n) —cos(n) = 3 ie 
G) 
3 4+3 


Dus hoek tussen de twee vectoren berekenen met cos(p) = 


CE) 
OMC 


__7 


ves 


[2p] 


Conclusie: p = 29,7° [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


tweede methode, met behulp van de richtingscoëfficiënten: 
d : 
Analyse: richting, dus ee = Een Bereken afgeleiden x'(t) en y(t). Bereken een hoek, dus 
denk aan tan(o) = r.c. 
Afgeleide van cos{(2t) is —-2 sin(2t) en afgeleide van sin(2t) is 2 cos(2t). 
Dus afgeleide van x(t) = cos(2t) —sin(2t) is x'(f) = -2sin(2t) — 2 cos(2t) [1p] 
en afgeleide van y(t) = sin(2t) —sin(t) is y'(t) = 2 cos(2t) — cos(t). [1p] 


dy _ y(t) _ __2cos(2f) — cos(t) 
dx x'(B)  -2sin(2t) -2cos(2t) 
_ dy _ y'(0) _ 2cos(0)-cos(0) _ 1 
VOREN eni 2 
dy _ y'r) _ __2cos(2r) —cos(n) 


voor t= 7 geldt 


= = zt [1p] 
dx X'(r) —-2sin(2r) —2cos(2r) 2 


De richtingshoeken zijn tan(@,) = — dus @, = -26,56..° [1pl en tan( 0) = —3 dus 
5 2 2 

@, = 56,30... ° [1p] 

Conclusie: p = -26,56.….°——56,30...° = 29,7° [1p] 

Opmerking: let op het aantal decimalen. 


Raaklijn in knikpunt 


Op exacte wijze, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: absoluutstrepen, knikpunt bij x = 2. Schrijf de formule zonder absoluutstrepen. 
Vervang het deel met absoluutstrepen één keer door (x — 2) en één keer door (-x + 2) met 
bijbehorende domeinen. Bepaal het functievoorschrift van het linkerdeel van de grafiek. 


Ix-2l=x-2 voor x-2 > 0 dus voor x > 2 


Ix-2l=-x+2 voorx <2 
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Dus f(x) =(Xx-2)- + 2) +1 als x> 2 (rechterdeel) en 


flx) =(-x+2)- Gat 2) +1 als x< 2 (linkerdeel) [1p] (controleer met een plot) 
Knikpunt als x= 2 en f(2) = 1 dus Al2, 1) [1p] 
Voor het linkerdeel van de grafiek geldt f(x) = (—x+2) - xt 2) +1= Tt 5. 


Helling berekenen met f'(x) = —-x-1. [1p] 
Voor de helling in x= 2 van het linkerdeel geldt lim f(x) = lim(-x- 1) =-3. 


Vergelijking raaklijn is /:y = —-3X+ b [1pl door Al2, 1) 
Conclusie: vergelijking raaklijn is /:y = -3Xx +7. [1p] 


Opmerking: controleer f(x) = (x-—2)- (Ex+2) +lalsx>22enf(x) =(-x+2)- (Ex+2) +1 
als xX< 2 met een plot. 

Als de richtingscoëfficiënt is berekend met f/(2) = —-3 in plaats van met een limiet, dan 
worden er geen scorepunten in mindering gebracht. 


Optimale snijsnelheid 


Bereken algebraïsch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: gegeven zijn de formule voor C en twee combinaties van V en T. Invullen van 
deze twee combinaties in de formule voor C levert twee vergelijkingen met de twee 
onbekenden m en C op. Hiermee kunnen de waarden van m en C berekend worden. 


V. T7= Cmet V=20en T= 116 levert 20: 116” = C. 
V. T7 = Cmet V=30 en T= 40 levert 30- 407 = C. 


Dus 20. 116” = 30. 40” (1p] dus hee = 5 dus 2,9" = 1,5 {1p] dus 
m = ?®log (1,5) = 0,380... = 0,38 [1p] 

C=20- 116980. — 122,24... [1p] 
Conclusie: C = 122 en m = 0,38 
Opmerking: let op het aantal decimalen. Let op het gebruik van het =-teken bij 0,38. en 
het=-teken bij 0,38. 


Leid af, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: in de gevraagde formule zijn A en V de variabelen, dus de variabelen N en d 
uitdrukken in V. Ga uit van de formule A = 1440. N- d. 

Gegeven zijn ook de formules V-T" = C (en hier zelfs V- T° = 150), A= 1440. N- den 


ge T+2' 

Het aantal gaten N is recht evenredig met V en bij V= 20 worden en zes gaten geboord 
(per minuut). 

ln 

T+2' 

N= c: V, want Nis recht evenredig met V (aanname a). Omdat V= 20 en N= 6 geldt 
hier N= 0,3: V. 1p] 

Dit substitueren in A= 1440: N- dgeeft A= 1440-0,3- V- d. 


EN 1 
ie T+ 


= Oee 
A=1440-03-V. 


4 
V. 792 = 150 (aanname b). Druk T uit in V, dit geeft 702 = Jee dus T= (22) {pl 
0 


Ga uit van aanname a, cen d: A= 1440. N- d met N het aantal gaten en d = 


2 (aanname c). Dit substitueren in A= 1440- 0,3- V- d geeft 


Dit substitueren in A= 1440-0,3- V- mT geeft A= 1440-0,3- V- 
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Eer 150° 150% 
4 4 a 4 
Herschrijf Ë = Ee n 4 Eee (ga na waarom hier met L_ 
150 \° 2 150* ‚, 150%, Vf v* 
4 ) ii ve ve vermenigvuldigd wordt) 
1 1 
150% 150% 150% 1 B 150% 
= é = 1 a na waarom hier met 
150%+2- VS 150°+2-V* 1 zovele (9 zn 
150% 150% vermenigvuldigd wordt) 1°° 


Dus A=1440-0,3-. VJ = 
2. Vv? 2 ys 
V'+1 
150% _ 150% 
Conclusie: A = [1p] 
150% 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan gebruikt worden bij de volgende opgave. 


Bereken algebraïsch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: maximaal, top, dus afgeleide = 0. Let op gebruik van de quotiëntregel. 


Gegeven is A zz met teller t= 432 Ven dus tf’ = 432 en noemer 
A 
150 +! 
n=2Â_.V*+1endusn’=4. 2. V2 [pl 
150% 150% 
42 (ope V+1)-432V Ae VP 


2 
( 2 Vi+1) 
150% 


432. (sor 0 v+1) -1728 2 VA 
5 3 2 {1p] (quotiëntregel) 


2 
( 2 Vit) 
150% 


Top als teller is O, dus als 432- ET Ver 1 ) —1728.-—2_.vV*=0 [1p] dus als 
150% 150% 
864 V*+432- 3496. Vvé=0 
150% 150% 
4 
dus als 222. v*= 432 dus als V*= 432. 12C — 84 375 000 dus 
150% 2592 


V=2\84375000 = +95,84.… [1p] 


Conclusie: V= 95,8 [1p] (V= -95,8 vervalt) 
Opmerking: in plaats van breuken mogen ook decimale breuken gebruikt worden bij de 
tussenberekeningen. Let op het aantal decimalen. 


Oppervlakte onder een sinusgrafiek 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Gebruik de formule 


cos(n — Xx) = -cos(X). 
np 


Analyse: oppervlakte, dus gebruik [ f(x) dx. 
p 


Primitieve van 2 sin(x) is —-2 cos(x). 


np T-p 
Oppervlakte = | fx) dx= | 2 sin(x) dx [ip] = [-2 cos(xll;, ° [1p] 
b b 


= —-2cos(n — p) —-2cos(p) = ——2cos(p) —-2cos(p) = 4 cos(p) [1p] 


Conclusie: Alf) = 4 cos(p) [1pl 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan gebruikt worden bij de volgende opgave. 
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9 Bereken, rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 


10 


Analyse: oppervlaktes van V en W zijn even groot, dus Opp y= Opp. Wis een rechthoek, 
dus oppervlakte W is te berekenen met lengte Xx breedte. 

De oppervlaktes van Ven Wzijn even groot, dus Opp y= Oppwen Alp) = Opp y + Opp u. 
4cos(p) = Oppy+ Opp, dus 4cos(p) = 2: Opp dus Opp = 2 cos(p) 

Ook geldt Opp y= (7 — p— p) : 2sin(p) = (rn -2p) - 2sin(p) [1p] (oppervlakte rechthoek 
dus lengte x breedte) 

Dus opgelost moet worden (mt — 2p) - 2 sin(p) = 2 cos(p), [1p] 

oplossen met grafische rekenmachine. 
ya = (rn - 2x) - 2 sin(x) 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP û 
CALC INTERSECT 
Ya=2CosCK) 


Ys, = 2 cos(x) calc intersect levert x = 0,41 [1p] 


(zie figuur 2, Xx < Je) 


Conclusie: p = 0,41 [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. Noteer altijd 
ook de vergelijking die opgelost moet worden. 


=0.H052351 Yz1.838019H 


Horizontale en verticale asymptoot 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: genoemd worden de horizontale asymptoot, de verticale asymptoot en punt B. 
Bereken eerst deze asymptoten en punt B. Let op: horizontale asymptoot alleen als 
X — —oo, Genoemd worden ook de punten A en C. Bereken deze punten A en C. Bereken 
daarna het midden van A en C. 
e“”*-— 1000 
e”“— 10 
Verticale asymptoot: e”— 10 = 0 dus V.A.: x= In(10) (1p] 
Dus x-coördinaat van punt B is In(10). 


Gegeven f(x) = 


Horizontale asymptoot* van f(x) berekenen met: 

Jim (e?*— 1000) = 0 - 1000 = -1000 en Jim (e“— 10) = 0 — 10 = —10 
-_ e2*- 1000 _ —1000 _ 

Dus lim, ed a 100 dus H.A.: y= 100 [2p] 

Dus punt A(O, 100) 


e e?”-— 1000 En 2x EE, X 
Punt C berekenen met: Er 100 dus e“*— 1000 = 100 - (e“— 10) [1p] dus 


2x 
e”= 100: e“ dus en =e*= 100, dus punt C{ In(100), 100) (2p] 


B( In(10), 100), A(O, 100) en C( In(100), 100) 


In(100) 


1 
Dus midden van A en Cis ( ‚ 100) = (E In(100), 100 ) 2 (n(1002), 100) = 
(In(10), 100) 


Conclusie: het midden van Aen Cis B. [1p] 


“Opmerking: een andere manier om de horizontale asymptoot te bepalen is: als x 
onbegrensd afneemt, dan naderen e*”“ en e“ naar 0. De horizontale asymptoot van f(x) 
— 1000 _ —-1000 


heeft dan als vergelijking y= ©1000 _ 


50 10 = 100 dus H.A.: y = 100. 
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Wind aan zee 


Analyse: van w, zijn lengte en richting bekend, van Wa 

is alleen de lengte bekend en van we, is alleen de richting 
bekend. 

We start in O en het eindpunt P ligt op de cirkel ‘in de zee 
met straal 6. Er moet gelden w‚+w,=W, (zie de schets). 
eerste methode, met behulp van vectoren: 

Vector wW, met lengte 4 en richting loodrecht op kustlijn is 
bekend, zie de uitwerkbijlage. 

We heeft lengte 6, dus teken de cirkel met straal 6 en middelpunt op het eindpunt 

van W,. [2p] 

Aangezien We, evenwijdig aan de kustlijn loopt, start W, in Oen eindigt w, in het 
snijpunt van de cirkel met de kustlijn [1p] (twee oplossingen, ga na in gegeven 
figuur). 

Aangezien Wot Wa n We, is Wa de vector die start bij het eindpunt van w, en eindigt in 
het eindpunt van W, (twee oplossingen, ga na in gegeven figuur). 

De twee gevraagde vectoren w‚ starten in O. Teken wj= W‚- W‚ [1p] 


7 


tweede methode, met behulp van de stelling van Pythagoras: 


W‚ L w‚en W‚+Wg= W, dus wl + w‚l = wl [1p] dus 


a? + [wf = 6? dus [w‚| = N36 16 =V20 = 4,4. [1p) 
Teken de eindpunten van W, op de kustlijn op afstand 
4,4 van O. [1p] Teken wy = W‚— W‚ [1p] 


land 
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Bereken algebraïsch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Gebruik van 
decimale breuken is toegestaan. 

eerste methode, met behulp van vectoren: 

Analyse: de hoeken van w, en Wa met de positieve x-as zijn bekend, dus w, en Wa kunnen 
opgesteld worden. 

De snelheid van w, is 3 m/s en w, staat loodrecht op de kustlijn, dus de hoek met de 
positieve x-as is —-30° [1p], dus 


Dhn Ee _ oe Hei 
2 \ 3. sin(— 30°) A a 
De snelheid van ww is 5 m/s en Wa gaat in zuidwestelijke richting, dus de hoek met de 


ze : en 5-cos( — 135°) —3,53 … 
t -as is —135°, d = = ( 4 ) 1 
positieve x-as is us Wy 5 Sial a) 353. [pl] 


Aangezien w,= W‚+ W‚ geldt w‚ = ee [pl 
—5,03 … 

Voor de snelheid geldt dus: [w‚| = \(—0,93..)?+(—5,03..)? = 5,1 

Conclusie: de gevraagde snelheid is 5,1. [1p] 

Opmerking: let op het aantal decimalen. 


tweede methode, met behulp van cosinusregel: 
Analyse: bekijk de driehoek waarbij We aangrijpt 
op het eindpunt van wW‚„ [1p] 

De hoek tussen zijde w‚ met lengte 5 en 
zijde w, met lengte 3 is 75° [2p] 

(ga dit na in de figuur, denk aan loodrecht, 
overstaande hoeken en F-hoek). 
Cosinusregel geeft 

|? 2 2 o 

wl =5?+32-2-5-3-cos(75°). [1p] 
Conclusie: de gevraagde snelheid is 5,1. [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


Twee logaritmische functies 


Bereken in twee decimalen, dus gebruik grafische 
rekenmachine is toegestaan. 

eerste methode, x, = a en druk xg ook uit in a: 

Analyse: de x-coördinaat van punt A noemen we a, en de 
x-coördinaat van B noemen we b, en B ligt 3 rechts van A. Í 
Dan geldt a + 3 = b. Door A en B gaat de horizontale 
lijn y= q, dus moet gelden f(a) = gla + 3) =q. 

fla) = gla + 3) = q Ip], dus Bebersstie 
log(la) =log((a+3)(a+3)) —1 = q Up] 

oplossen met grafische rekenmachine. 

ya =log( vx) 

Ys =log((x+ 3)(x+3)) -1 en calc intersect [1p] 

levert x= 0,389... en y= —-0,204.… en x= 4,864... en y= 0,343. 
(twee oplossingen, ga na in gegeven figuur) 

Conclusie: de gevraagde waarden van q zijn —-0,20 en 0,34. [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. Let op de haakjes in het functievoorschrift van 
gla + 3). Let op het goede gebruik van haakjes: de —1 in de functie van g(x) hoort niet bij 
de logaritme. Noteer altijd ook de vergelijking die opgelost moet worden. Het is niet nodig 
de vergelijking eerst te vereenvoudigen of deels zelf op te lossen voordat hij ingevoerd 
wordt in de rekenmachine. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP û 
CALC INTERSECT 
YazloMK#3°1.5-1 


Wz-0.204023 
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= it i A NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP 
tweede methode, flx,) = q en druk xg ook uit in q: MORMSLTELOAT û 


Analyse: de x-coördinaat van punt A uitdrukken in q. vast 
Hiermee de x-coördinaat van punt B uitdrukken in q. 
Er moet gelden g(x.) = q. 

De lijn y= q snijdt fin punt A: flx,) = log (fx) =q 
dus \/x, = 10% dus x4 = (109)? = 1022 

De lengte van het lijnstuk tussen x, en xp is 3, dus 
geldt xp = (109? +3 = 102% +3. [1p] 

glxg) = gl 1029 +3) = log(( 1024 +3) (102% +3)) —1 


De lijn y= q snijdt de grafiek van g in punt B. Dus vergelijking 
log((1024+3)(102%+3))— 1 = q [1p] oplossen, met de grafische rekenmachine. 

y, =log((102*+ 3)/(102+ 3)) — 1 

Y‚ = Xen calc intersect [1p] 

levert x= —-0,204.…. en y= —-0,204.…. en y= 0,343. en y= 0,343. 

(twee oplossingen, ga na in gegeven figuur. Let op: q wordt in de rekenmachine 
ingevoerd als een x.) 

Conclusie: de gevraagde waarden van q zijn -0,20 en 0,34. [1p] 

Opmerking: let op het aantal decimalen. Let op de haakjes in het functievoorschrift van 

g( 102% + 3). Let op het goede gebruik van haakjes: de —1 in de functie van g(x) hoort niet bij 
de logaritme. Noteer altijd ook de vergelijking die opgelost moet worden. Het is niet nodig 
de vergelijking eerst te vereenvoudigen of deels zelf op te lossen voordat hij ingevoerd 
wordt in de rekenmachine. 


Intersection 
X="0.204823 


Yz"0.204823 


derde methode, flx,) = q en flxp) = q: 

Analyse: f(x) = q en flxp) = q. Hiermee x, en xp 
uitdrukken in q. B ligt 3 rechts van A. Er moet dus 
gelden x, + 3 = Xp. 

Voor x4 geldt: log(yx‚) = q dus /x, = 10° dus 
Xa = (109)? = 1029 


Voor xj geldt: log(xpyfxe) — 1 = q dus xp xp = 10% 
3 2 


dus (x9)2 = 10%! dus xg = (10%7)® [1p] 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP û 
CALC INTERSECT 
V1210°C2X)43 


L + + 4 


K="6.204823 


Wz3.389362H 


2 
De lengte van het lijnstuk tussen x, en xg is 3, dus vergelijking 1029 +3 = (10%) 3 [1p] 
oplossen, met grafische rekenmachine. 
y, = 10*+3 


2 
y, = (10*7)® en calc intersect [1p] 
levert x= —-0,204.…. en y= 3,389. en x= 0,343... en y= 7,864. 
(twee oplossingen, ga na in gegeven figuur. Let op: q wordt in de rekenmachine 
ingevoerd als een x.) 
Conclusie: de gevraagde waarden van q zijn -0,20 en 0,34. [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. Noteer altijd ook de vergelijking die opgelost 
moet worden. Het is niet nodig de vergelijking eerst te vereenvoudigen of deels zelf op te 
lossen voordat hij ingevoerd wordt in de rekenmachine. 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: CD en CE worden genoemd, dus noteer CD en CE. Er geldt CD = DE — CE. Gebruik 
rekenregels logaritmen. 

eerste methode, maak onder andere gebruik van log(a) — log(b) = log(a : b): 

Omdat CD = DE - CE en DE = g(p) = In(py{p) —1 en CE = flip) = In(p) geldt 

CD =log(py{p) —1 —log({p). 
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pp, B 
vp _ log(p) -1 


| 
CD _ log(pylp) —1 —log(/p) d EN 


= ]= 
CE log(jp) 55 eg) log(/p) 
1 log(p) -1 _ log(p) -1 
Omdat log(yp) = log(p2) =dlog(p) geldt Sn n [pl 
1e 2 CE log({p) _ Hog(p) 
……. CD _ 2log(p) -2 
Conclusie: CE gl [pl 


Opmerking: het resultaat van deze opgave kan gebruikt worden bij de volgende opgave. 


tweede methode, maak onder andere gebruik van log(a”) =n - log(a): 
Omdat CD = DE - CE en DE = g(p) = In(py{p) —1 en CE= f(p) = In(/p) geldt 
CD = log(py{p) —1 —log({p). 


cp _ log(pyp) -1-log(/p) ns log(p??) —1 —log(p?) 


En p 
CE log(\/p) log(2) 
1Hog(p) _ —Slog{(p) log(p) -1 (1 
= a f 
1 
zlog(p) ziog(p) 
…. CD _ 2log(p)-2 
Conclusie: CE tog) [pl 


Opmerking: het resultaat van deze opgave kan gebruikt worden bij de volgende opgave. 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: gebruik resultaat vorige opgave. Herschrijf het gegeven quotiënt. 
21 — 

8 og(p) —2 

CE _pe= _log(p) 


Gevraagd wordt lim 


_ malegte) 2 zi (Sen EY: 
p= CE p= _ log(p) poe \ log(p) _log(p) 
(controleer, bijvoorbeeld met een tabel) 
Conclusie: de grenswaarde is 2. 


=lim(2- 2) e= 
) or = jm (2 ba 2 [1p] 


Parabool en cirkel met variabele straal 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Analyse: genoemd worden de parabool (gegeven), de cirkel (met variabele straal r) en het 


aantal gemeenschappelijke punten. Stel de vergelijking van de cirkel op en bereken de 
snijpunten met de parabool. 


eerste methode, m.b.v. de discriminant: 

Cirkel met middelpunt op de y-as, straal ren door O(O, 0) is c:x?+ (y— rn? = r? [1p] 
Deze cirkel snijden met de parabool y= x? levert x? + (x°— rn)? = r? [1p] 

Oplossen, dus x?+x° -2x?r+r=r dus x?+x*-2x?r=0 dus x2(1 +x2-2r) = 0 [1p] 
dus x?=0Oof 1+x?-2r=0 dus x?-2r+1 =0 [1p] 

x° = 0 heeft één oplossing dus x° — 2r+1 = 0 moet twee oplossingen hebben, dus 
moet gelden D > 0 

dus b?-4ac > Ometa=1,b=Oenc=-2r+1 dus8r-4>0. 


Conclusie: r > 3 {ol 
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tweede methode, omwerken naar x: 
Cirkel met middelpunt op de y-as, straal ren door O(O, 0) is c:x?+ (y— n? = r? [1p] 
Deze cirkel snijden met de parabool y= x? levert x? + (x°— rn)? = r? [1p] 

Oplossen, dus x°+x° -2xÂr+r =r. dus x? 4x -2x?r=0 dus x°(1+x2-2r) =0 dus 


x=0of1+x-2r=0 [ip] 


Examen 2019-II UITWERKINGEN 


x? = 0 heeft één oplossing dus x? = 2r— 1 moet twee oplossingen hebben 


dus 2r—-1 > 0 [1pl 


Conclusie: r > 3 Up} 


derde methode, omwerken naar y: 
Cirkel met middelpunt op de y-as, straal ren door O(O, 0) is c:x?+ (y— rn? = r? [1p] 
Deze cirkel snijden met de parabool y= x? levert y+(y-— r)?= r? [1pl 

Oplossen, dus y+ y?-2yr+r-=r? dus y+y?-2yr+r =r. dus (y-2r+1) =0 [ip] dus 


y=0of y-2r+1 =0 [pl 


Dus y= 0 en dus x= 0 is één oplossing (snijpunt (0, 0)). 
Als er drie snijpunten zijn, dan moet y= 2r-1 twee snijpunten opleveren. 
Deze snijpunten liggen boven de x-as (zie figuur 2). Dit is het geval als y > 0 dus als 


2r-1 > 0. 


Conclusie: r > 3 Up} 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: parabool y = x?. Genoemd wordt omwentelingslichaam om y-as, dus 


Vi 
gebruik [x?) dy =.…. Druk uit in r. 


vo 


O(O, 0) en M(O, r) en parabool is y= x?. 


Inhoud omwentelingslichaam parabool is de inhoud van Ven W samen: 


Île) dy = Île») dy= [ir | = Jr r? {pl 


0 0 


Inhoud hele bol is 
van de bol). 


4 
3 


F 
0 


nr° (formule is gegeven), dus inhoud y is 


2 


zur [1p] (onderste helft 


Er moet nu gelden: inhoud,= inhoud arapoor — inhoud, = inhoud  [1p] 


dus opgelost moet worden 


Anr? 
zer 


2 


3 


nr =Êrr° (p) 


Dus 3nr° -8nr° =0 dus nr°-(3-8r) = 0 dus r=0ofr=ö. 


Conclusie: r= 3 [1p] 
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Examen 2021-l Goniometrische functies 


De functies fen g worden voor 0 < x < 2 gegeven door: 


f(x) = 2sin(x) — sin(2x) 


De functie f wordt gegeven door f (x) = x — x°. g(x) = sin(2x) 


Parabool en twee lijnen 


De grafieken van f en g hebben vijf gemeenschappelijke punten. Drie van deze 
ga ê punten liggen op de x-as. De andere twee punten zijn Pen Q. 
Het punt 7 (5, 1) is de top van de grafiek van f. Zie figuur 1. 
De lijn /is de raaklijn aan de grafiek van f in de oorsprong. De lijn m staat loodrecht 
op lijn /en gaat door T. figuur 1 


Vis het vlakdeel dat wordt ingesloten door lijn m en de grafiek van f. Zie de figuur. 


figuur 


4p 2 Bereken exact de x-coördinaten van Pen QG. 


De grafiek van g wordt 1 omhoog geschoven. Zo ontstaat de grafiek van de functie h. 
Zie figuur 2. 

Vis het gebied dat wordt ingesloten door de grafieken van fen h. In figuur 2 is dit 
gebied grijs gemaakt. 


figuur 2 


8p 1 Bereken exact de oppervlakte van V. 


De grafieken van fen h snijden elkaar in twee punten. De x-coördinaten van deze 
twee punten zijn afgerond 1,33 en 2,97. 

5p 3 Bereken de oppervlakte van V met behulp van primitiveren. Geef je eindantwoord in 
één decimaal. 
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De functie k wordt gegeven door k(x) = 5 tan(x). Zie figuur 3, waarin de grafieken van 
ken f zijn weergegeven. 


figuur 3 


De grafiek van k raakt de grafiek van f in een punt met x-coördinaat ár. 


Bewijs dat voor x = rn de grafieken van ken f elkaar inderdaad raken. 


Aardbevingen 


Een aardbeving ontstaat op een plek in de aarde. Het punt recht boven die plek, op 
het aardoppervlak, heet het epicentrum van die aardbeving. We bekijken in deze 
opgave een model over aardbevingen, waarbij we ervan uitgaan dat de aardbeving in 
het epicentrum ontstaat. 


Bij een aardbeving ontstaan verschillende typen golven in de aarde: primaire golven 
en secundaire golven. Primaire golven zijn sneller dan secundaire golven. We nemen 
in deze opgave aan dat een primaire golf een constante snelheid van 6 km/s heeft en 
een secundaire golf een constante snelheid van 3,5 km/s. 


Een seismograaf is een meetinstrument waarmee je primaire en secundaire 

golven van elkaar kunt onderscheiden. Bij een bepaalde aardbeving registreert 

een seismograaf in een meetstation dat de eerste secundaire golf 17 seconden na 
de eerste primaire golf bij het meetstation aankomt. Met deze gegevens kun je de 
afstand d (in km) van de seismograaf tot het epicentrum van de aardbeving bepalen. 
Bereken deze afstand d. 


Om de plaats van het epicentrum te bepalen worden de meetgegevens van 
verschillende meetstations gecombineerd. In een bepaald gebied staan twee 
meetstations: S en T. Meetstation T ligt 192 km oostelijker en 128 km noordelijker dan 
meetstation S. 

Uit de metingen in meetstation S volgt dat het epicentrum van de aardbeving op een 
afstand van 240 km van dit meetstation S ligt. 

Uit de metingen in meetstation T volgt dat het epicentrum op 80 km van dit 
meetstation T ligt. 

Op grond van deze gegevens zijn er twee mogelijke plaatsen van het epicentrum 

aan te wijzen. Om deze plaatsen te bepalen worden de meetstations in een 
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assenstelsel geplaatst, waarbij meetstation S in de oorsprong ligt. De coördinaten van 
meetstation T zijn dan (192, 128). Zie de figuur. 


figuur 


y 


—Je 


100 4 


En, 
S 100 200 * 


Bereken algebraïsch de coördinaten van de twee mogelijke plaatsen van het 
epicentrum in kilometers. Geef de coördinaten in je eindantwoord als gehele getallen. 


De zwaarte van een aardbeving wordt uitgedrukt in een getal: 

de magnitude. Een zware aardbeving heeft een grote magnitude, een lichte 
aardbeving heeft een kleine magnitude. De United States Geological Survey heeft 
voor verschillende magnitudes onderzocht hoe vaak aardbevingen met die magnitude 
in een bepaald gebied voorkwamen. 


Zie de tabel. 
tabel 
gemiddeld aantal 
magnitude aardbevingen per jaar 
6,0 — 6,4 210 
6,5 — 6,9 56 
70-74 15 
7,5-7,9 3,1 
8,0 — 8,4 1d 
8,5 — 8,9 0,3 


De onderzoekers Gutenberg en Richter hebben een model ontwikkeld om het aantal 
aardbevingen per jaar in een gebied te voorspellen. Dit model is van de vorm: 


N= 10° 


Hierin is M de magnitude en N het te verwachten aantal aardbevingen per jaar met 
deze magnitude M of groter. De waarden a en b zijn constanten. 
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Uit de tabel kun je afleiden dat er gemiddeld 285,5 aardbevingen per jaar zijn met een 
magnitude van 6,0 of groter. Ook kun je afleiden dat er gemiddeld 4,5 aardbevingen 
per jaar zijn met een magnitude van 7,5 of groter. 

Met behulp van deze twee gegevens is het mogelijk de waarden van a en b uit te 
rekenen. Vervolgens kun je met dat model een voorspelling doen van het aantal 
aardbevingen per jaar met een magnitude van 6,5 of groter. 

Onderzoek hoeveel die voorspelling afwijkt van de gegevens in de tabel. 

Geef je eindantwoord als geheel getal. 


Een vierkant en vier vectoren 


Gegeven is het vierkant OABC met hoekpunten O(O, 0), A(1, 0), B(1, 1) en C(O, 1). 
Verder zijn gegeven het punt P(p, 0) en het punt Gl: 0), met 0O<p<1. 


gn rd > 
In figuur 1 zijn de vectoren CP, CA en CQ voor een willekeurige waarde van p 


weergegeven. 
figuur 1 
7p 
y 
l 
Q 
(0) 1 2 X 
== > 
8 Bewijs dat voor elke waarde van p de hoek tussen de vectoren CP en CA gelijk is 
aan de hoek tussen de vectoren CÂ en ca. 
4p 
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M is het midden van lijnstuk PB. Zie figuur 2, waarin ook lijnstuk PB en vector QM zijn 
getekend. 


figuur 2 


o% 
{ G B 


0 
(0) f 2 


In figuur 2 is p zo gekozen dat vector QM loodrecht staat op lijnstuk PB. 
9 Bereken deze waarde van p. Geef je eindantwoord in twee decimalen. 


Limiet van een verhouding 


De beweging van een punt P wordt beschreven door de volgende 
bewegingsvergelijkingen: 


x(t) =f? 
yb=t?-2t 
Gegeven is de lijn met vergelijking x= a, waarbij a > 0. 
Deze lijn snijdt de x-as in punt Q en de baan van P in de punten R en S, waarbij de 


y-coördinaat van S groter is dan de y-coördinaat van R. 
Zie de figuur. 


figuur 


ld 


Als a onbegrensd toeneemt, nadert de verhouding B tot een limiet. 
10 Bereken exact deze limiet. 
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Gebroken functie met een parameter 


Voor p > 0 wordt de functie f, gegeven door: 


+4 
en 


In de figuur is de grafiek van f, weergegeven. 


figuur 


De grafiek van f, heeft een scheve asymptoot. 
11 Bewijs dat de grafiek van f, boven deze scheve asymptoot ligt. 


Voor elke waarde van p > 0 heeft de grafiek van f, één top. 
12 Bewijs dat er een lijn is waarop al deze toppen liggen. 
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Absolute natuurlijke logaritme 


De functie f wordt gegeven door f(x) = [In(x)[. 

Gegeven is verder de horizontale lijn met vergelijking y= q, met qg>0. 

Deze lijn snijdt de y-as in het punt A en de grafiek van f in de punten B en C met 
XB < Xo- Zie de figuur. 


figuur 


y 


Er is een waarde van q waarvoor de lengte van lijnstuk BC drie keer zo groot is als de 
lengte van lijnstuk AB. 


13 Bereken exact deze waarde van q. 
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Pen P' Hints bij examen 2021-l 

De functie f wordt gegeven door fx) = 6x. 1 Maak een schets. Stel de vergelijkingen van lijnen len m op en bepaal de grenzen. 
Het punt Pis een punt op de grafiek van f rechts van de y-as. Maak gebruik van oppervlakte = /(bovenste) — (onderste)) dx. 

Zie de figuur. 


2 Snijpunten berekenen, dus functies gelijkstellen. Gebruik de bij het examen 
geleverde goniometrieformules. 


figuur 


2,97 
3 Gebruik de formule oppervlakte = Í (f(x) — hl(x)) dx, grenzen zijn gegeven. 
AES 8 


4 Raken, dus moet gelden fd) = klm) en fe) = Klm). Maak dus ook gebruik 
van de gegeven x-waarde. 


5 dis de afstand van het epicentrum tot het meetstation. Noem de tijd waarop de 
(eerste) primaire en secundaire golven aankomen respectievelijk t, en t,. 


Maak een schets. Denk aan cirkels of de cosinusregel. 
Met de gegevens uit de tabel en de formule N= 10%” is een stelsel van twee 
vergelijkingen te maken. 
a ie Cc 
5) () 


8 Hoek tussen vectoren, dus denk aan cos(@) = TENT of zoek gelijkvormige 
ED 


driehoeken (maak hiervoor een rechthoek OORC met R op lijn CB loodrecht boven 0). 


9 Loodrecht, dus denk bijvoorbeeld aan inproduct richtingsvectoren = 0 of aan 
product richtingscoëfficiënten = —1 of aan Pythagoras. 


10 Voor één waarde van x zijn er twee waarden van y, want x(t) = f = a geeft 


In de figuur is het punt P zo gekozen dat er een punt P' bestaat met de volgende t= Na v t= Na en dit geeft twee verschillende y-waarden. 


eigenschappen: 


— P'ligtop de negatieve x-as; 11 _Herschrijf f(x) = ad = ee = .…. Bepaal de scheve asymptoot en toon aan 
— Lijnstuk OP' heeft dezelfde lengte als lijnstuk OP; . 2e Xx fj 
— _/POP'= 120°. dat de grafiek boven de scheve asymptoot ligt. 
6p 14 Bereken exact de x-coördinaat van P'. 12 Top, dus fx) bepalen en fx) = 0 herschrijven zodat p uitgedrukt wordt in x (of x 


uitgedrukt wordt in p). 


13 Voor het linker deel van de grafiek geldt: f(x) = —-In(x), voor het rechter deel geldt: 
f(x) = In(x). BC is drie keer AB, dus AC is vier keer AB. 


14 Maak een schets. ZPOP'= 120°, teken aan de rechterkant een rechthoekige 
driehoek met 60°. Voor deze driehoek geldt de verhouding 1:2:\3. 
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Uitwerkingen bij examen 2021-l 


Parabool en twee lijnen 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine 
is niet toegestaan. 

Analyse: maak een schets. Stel de vergelijkingen 
van lijnen len m op. 

Loodrecht dus rc, « rc, =—1 

Opstellen vergelijking van raaklijn / in (O, 0): 

flx) = x- Xx? en dus f'(x) = 1 — 2x [1p] 


Dus r.c. van lijn lis f(O) = 1 dus / y= x (! gaat 
door de oorsprong dus b = 0). 

Lijn m loodrecht op lijn / dus r.c. van 

lijn mis —1 [1p] 

dus m: y=-Xx+b 


ij 11 rijs 
Lijn m gaat door 7 7 5) dus m: y= -X+ 4 [pl 
Snijpunten lijn m en grafiek van f berekenen: ee X- Xx? dus Xx? — 2x de 0 [1pl 


i Aix Sje ek 3 
Ontbinden in (x 7x 5 0 dus x 7 of x 7 Ue] 


3 3 
E ei 
Oppervlakte V berekenen met [((bovenste)—(onderste)) dx = [oet Sax [1p] 
d dE 
2 N 1 3 2 1 
zefls? 3 =d ED en, 
Oppervlakte V= ik X +2x+ ij) dx | ZX 7] |, 0 5 Lp] 
2 


Conclusie: oppervlakte Vis} [pl] 


Opmerking: bij het ontbinden van x? — 2x+ 5 = 0 kan gebruikgemaakt worden van 


snijpunt T met x= 7 dus een van de factoren is (x- ae 


Goniometrische functies 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: snijpunten berekenen dus functies gelijkstellen. Gebruik de bij het examen 
geleverde goniometrieformules. 


eerste methode met behulp van de formule voor sin(2x): 
Snijden dus 2 sin(x) — sin(2x) = sin(2x) dus 2 sin(x) = 2 sin(2x) dus sin(x) = sin(2x) [1pl 
dus sin(x) = 2 sin(x) - cos(x) (zie goniometrieformules) [1p] dus 

sin(x) — 2 sin(x) - cos(x) = 0 

dus sin(x) - (1 — 2 cos(x)) = 0 

dus sin(x) = 0 of cos(x) = [1p] 

dus (voor het interval [O, 2r]) geldt: x= Ov x=n vx= 21 of x= Erv x= 12r 


3 


Conclusie: de x-coördinaten van Pen OQ zijn En en 1ôr [1pl 
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tweede methode met behulp van de formule voor sin(A) = sin(B): 

Snijden dus 2 sin(x) — sin(2x) = sin(2x) dus 2 sin(x) = 2 sin(2x) dus sin(x) = sin(2x) [1pl 
dus x= 2Xx+2knof x=" —2X+2kr [1p] 

dus x= 2kr of 3x=n + 2kr 


dus x= 2kr of x= dn âkn [pl 
dus (voor het interval [O, 2r]) geldt: x= 0 Vv x=" Vv x= 2n of X= dry ES 1ôn 


Conclusie: de x-coördinaten van Pen OQ zijn Er en 1ôn [1pl 


Bereken in één decimaal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Primitieve 


moet gebruikt worden. 
2,97 


Analyse: gebruik formule oppervlakte = Í (f(x) — hlx)) dx, grenzen zijn gegeven. 
1,33 
h(x) = glx) + 1 = sin(2x) +1 [1p] 
2,97 
Gevraagde oppervlakte [ (fx) — hlx)) dx= [1p] 


1,33 


2,97 2,97 
[ ((2 sin(x) — sin(2x)) — (sin(2x) + 1)) dx = [ (2 sin(x) — 2 sin(2x) — 1) dx 
1,33 1,33 


De primitieve van 2 sin(x) — 2 sin(2x) — 1 is -2 cos(x) + cos(2x) — x [2p] 
Oppervlakte = [-2 cos(x) + cos(2x) — x153/ = —-0,0576….. — -2,6932… 


Conclusie: gevraagde oppervlakte is 2,6 [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Analyse: raken voor x = In dus moet gelden fl } T) = kij T) en f( } T) = k'( } T). 


f(x) = 2 sin(x) — sin(2x) en klx) = Ltan(x) = nG: 
2 2 cos(x) 
f'(x) = 2 coslx) — 2 cosl2x) [1pl en 
är cos(x)- 2 cos(x) — sin(x): -2 sin(x) _ 2cos°(x) + 2sin?(x) _ 1 Lap) 
B (2 cos(x))? n 4cos? (x) 7 _2eos?(x) ú 
bo) =d tan? 
(of k(x) = 2 + z tan (x)) 
VL 1 
biatch le iS A 4 
fgm=2sinlgn) - sints) =2- 23-73 = > \3 en klan) = zoostdn in 73 [1p] 
u1 _ A Zits u1 si 1 nn 
f(Gm)=2 cost) 2cosl3r) 2 3 2 5 2en klam) zoos) zi 2 [pl 


1 — 1 u _ TE 
Dus fg) = kr) en fg = kl) 


Conclusie: (de grafieken van) fen k raken elkaar in het punt met x= Er [1pl 


OThiemeMeulenhoff 249 


Examen 2021-l UITWERKINGEN 


UITWERKINGEN Examenbundel 2022 | 2023 


4p 


6p 


Aardbevingen 
Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 


eerste methode met behulp van tijd - snelheid = afstand: 

Analyse: d is de afstand van het epicentrum tot het meetstation. De tijd waarop de (eerste) 
primaire en secundaire golven aankomen, noemen we respectievelijk t, en t. De eerste 
secundaire golf komt 17 seconden na de eerste primaire golf bij het meetstation. Snelheid 
primaire golf is 6 km/s en snelheid secondaire golf is 3,5 km/s. 

t,6= den t‚- 3,5 = d [1p] 

t‚+17 =t, [1p] 

Hieruit volgt f,,- 6 = (Ei + 17) - 3,5 dus fp: 2,5 = 59,5 dus ft, = 23,8 s [1p] 

Gevraagd wordt afstand d tussen epicentrum en meetstation: d= t,- 6 

Conclusie: d= 142,8 (of 143 km) [1p] 


tweede methode met behulp van afstand : snelheid = tijd: 

Analyse: d is de afstand van het epicentrum tot het meetstation. De tijd waarop de (eerste) 
primaire en secundaire golven aankomen, noemen we respectievelijk t, en t,. De eerste 
secundaire golf komt 17 seconden na de eerste primaire golf bij het meetstation. Snelheid 
primaire golf is 6 km/s en snelheid secondaire golf is 3,5 km/s. 

o=dent,- 55 

t‚-t,=17 Up] 


Hieruit volgt ES = 17 dus 6d-3,5d =17-3,5-6 dus 2,5d= 357 [19] 
Conclusie: d= 142,8 (of 143 km) [1p] 


[1p) 


Bereken algebraïsch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode met cirkels: 

Analyse: maak een schets. Afstand tot een punt, dus denk aan cirkels. Afstand tot S is 
240 km en afstand tot T is 80 km. 

Voor het epicentrum geldt: x? + y? = 240? en 

(x— 192)? + (y — 128)? = 802 [1p] 

dus x? — 384x + 192 + y? — 256y + 128? = 80° 

dus x? — 384x + 36864 + y° — 256y + 16 384 = 6400 

Bepaal de snijlijn van de twee cirkels. 

Substitueer bijvoorbeeld x? + y? = 57 600 in \ 
xXx? + y’ — 384x- 256y = -46 848 

57 600 — 384x— 256y = -46 848 dus 

—384x — 256y = -104 448 

dus —-256y = 384x — 104448 [1p] 

Dus de snijlijn van de cirkels is 

y=-1,5x+408. [1p] 

Dit invullen in x? + y? = 240? levert 

xXx? + (—1,5Xx+ 408)? = 240° dus 3,25 

Xx? — 1224x + 108864 = 0 [1p] 

Algebraïsch berekenen (met bijv. abc-formule) levert 

e 1224 + 1224? — 4-3,25- 108864 1224 — 1224? - 4-3,25- 108864 


6,5 = 232,6 en x= 6,5 = 144 [1p] 


Conclusie: de gevraagde coördinaten zijn (144, 192) en (233, 59) [1p] 

Opmerking: gebruik intersect is niet toegestaan. 

Opmerking: let op de gevraagde afronding van je eindantwoord, gebruik in de conclusie 
alleen gehele getallen. 
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tweede methode met cirkels, zie ook de figuur bij de eerste methode: 

Analyse: afstand tot een punt dus denk aan cirkels. Afstand tot S is 240 km en afstand tot 
T is 80 km. 

Voor het epicentrum geldt: x? + y? = 240? en (x-— 192)? + (y— 128)? = 80° [1p] 


y= 2402 - X2 dus (x- 192)? + (N2402- x? — 128) = 802 {1p] 

dus x? — 384x + 192? + 240? — x? — 256 - {2402 — x? + 1282 = 802 [1p] 
dus 256 « (240? - x? = -384x — 80? + 192? + 240? + 128? 

dus 256. (240? - x? = -384x + 104448 dus 240? - x? = —1,5x+ 408 
dus 240? — x? = ( —1,5x + 408)? = 2,25 x? — 1224x + 408? 

dus 3,25 x? — 1224x + 108 864 = 0 [1p] 

Algebraïsch berekenen (met bijv. abc-formule) levert 


1224 +9[1224? 4. 3,25. 108864 
N= 
6,5 


= 232,6 


1224 — [12242 4. 3,25. 108864 


nx 6,5 


= 144 [1p] 


Conclusie: de gevraagde coördinaten zijn (144, 192) en (233, 59) [1p] 


Opmerking: gebruik intersect is niet toegestaan. 
Opmerking: let op de gevraagde afronding van je eindantwoord, gebruik in de conclusie 
alleen gehele getallen. 


derde methode met driehoek EST en cosinusregel: 
Analyse: gegeven is de driehoek EST. Bereken ZEST 
(E is het epicentrum). 

TU192, 128) dus ST = 192? +128? = 230,75... [1p] 
Dus voor driehoek EST geldt: ET = 80, SE = 240 en S (0,0 
ST = 230,75. 

Dus geldt: 80? = 240? + 230,75... —- 2. 240 - 230,75... - cos(ZEST) [1p] (cosinusregel) 

en cos(ZEST) = 0,942. dus ZEST = 19,44... ° [1p] 

Voor de hellingshoek a van lijnstuk ST geldt tan(o) = 15 = 0,666. dus a = 33,69.…..° [1p] 
De hellingshoek van SE is dus 33,69... — 19,44. = 14,25...° of 33,69. + 19,44. = 53,13...° [1pl 
Coördinaten punt E berekenen met: 


cos(14,25..…) = ze dus Xx, = 240: cos(14,25.….. ) = 232,6 
sin(14,25..…) = ze dus y‚= 240: sin(14,25….. ) = 59,1 
of 

cos(53,13.….) = 5 dus xe = 240 - cos(53,13…. ) = 144,0 
sin(53,13.…) = ze dus y‚ = 240: sin(53,18.…. ) = 192,0 


Conclusie: de gevraagde coördinaten zijn (144, 192) en (233, 59) [1p) 

Opmerking: gebruik intersect is niet toegestaan. 

Opmerking: let op de gevraagde afronding van je eindantwoord, gebruik in de conclusie 
alleen gehele getallen. 
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6p 7 Onderzoek, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. tweede methode: 


6p 


Analyse: met de tabel en de gegeven formule is een stelsel van twee vergelijkingen te 
maken. 

N= 10%PM met M = magnitude en N = aantal aardbevingen met deze magnitude M of 
groter. 

Gegeven is N= 285,5 aardbevingen met een magnitude van 6,0 en groter dus M = 6,0 
en N= 4,5 aardbevingen met een magnitude van 7,5 en groter dus M= 7,5 


Analyse: maak een schets (zie eerste methode). Gevraagd wordt de hoek tussen vectoren, 


6-0) 


dus denk aan cosl@) =-—__——_ 
OHG 


Gegeven zijn C{O, 1), Pp, 0), A(1, 0) en as, 0). 


i ‚ f-285,B= 10°" 107:10250 10 = 285,5 10007 n 
Gegevens invullen levert: [pl Een ( ) . ( ) 
AG (OT 10E 0 10° =4,5 « 10#7 Voor ZACP geldt: cos(ZACP) =—CA-EP__ A A) PH 
Dus 285,5 10°°° = 4,5 - 107% [ip] lcäl.lcpl  N2-fp?er  Vp?+1 2 
b-7,5 

dus be 5 0 dus 285,5:4,5 = 10°® dus b- 1,5 =log(285,5:4,5) dus b= 1,20... [1p] lk 4 

, 10 TM en (1) dg 
en dus 10° = 285,5 - 101#015-80 en a = log(285,5 - 1014015-50) = 9,66... [1p] Voor ZOCA geldt: cos(Z0CA) =}£C-A 1 mn (2p] 
dus N= 10990-12005 = 71,6 (pl ledl.lel Arrr oz Zer vz 

Pp Pp 


Conclusie: N volgens de tabel is 56 + 15 +3,1 + 1,1 + 0,3 = 75,5, dus de voorspelling 
wijkt 4 af. [1p] 

Opmerking: b mag ook berekend worden met de grafische rekenmachine. 

Opmerking: gebruik in het antwoord een geheel getal. 


Een vierkant en vier vectoren 
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
eerste methode met behulp van de hoek tussen 


C B 
ï 
de vectoren: | 
Analyse: maak een schets. Gevraagd wordt 
de hoek tussen vectoren, dus denk aan 
a c 
6)-(9) dS 


cos(@) = _\b/ \d/ 


OG) 


Gegeven zijn C(O, 1), P(p, 0), A(1, 0) en as, 0). 


Q 


de 
p 


Als ZACP = ZOCA dan moet gelden —Z2iL— - 
{p?+1-v2 (zt 2 


p 


dus (p+1)-( el Ne AS Ca 2) 


dus p- Hat NZet. AA eir.an CARR a CARA 
Pp Pp 


dus lijst Zele Zei Pret Ze lpet NZ va 
2 2 
dus ptp? N22 = rp Ne pret 2 


dus {Tepel +! ate Zeer {2 
Conclusie: cos(ZQCA) = cos(ZACP) dus ZACP = ZOCA [1p] 


derde methode met behulp van tangens in de rechthoekige (!) driehoeken COP en CRO 


iT ik ) S zn ze (zie tekening): 
Voor ZACP geldt: cos(ZACP) = SS 5 men mn rz p [2p] Analyse: maak een schets. Als moet gelden ZACP = ZACO, dan moet ook gelden 
lcäl.lepl  N2-\p?+1  Np?+1-v2 ZOCP= ZRCO. 
1 Gegeven zijn C(O, 1), P(p, 0), A(1, 0) en oe, 0) dus Rel 1) 
it BN (1) ee e p p 
Voor ZOCA geldt: cos(Z0CA) =}£L-A A1 =__£ [2p] k Rl | 
ledl.Ical dat fz Lt af2 
p p 
Ti 14 +1 Kn 
cos(ZOCA) =—£ Bs £ zE = cos(ZACP) (1p] EE 5 


datz P aaa ier 
p p 


Conclusie: cos(ZOCA) = cos(ZACP) dus ZACP = ZOCA [1p] 


ZACP = 45° — ZOCP [pl en ZACO = 45° — ZRCO [1p] 


Omdat tan(ZOCP) = E = p {1pl en tan(ZRCO) = Le =p {1pl geldt ZOCP = ZRCO. [1p] 
(—=) 
Conclusie: ZACP = ZACO (1pì d 
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vierde methode met behulp van gelijkvormigheid van de rechthoekige (!) driehoeken COP 
en CRO (zie tekening bij derde methode): 

Analyse: maak een schets. Als moet gelden ZACP = ZACO, dan moet ook gelden 

ZOCP = ZRCO. 


Gegeven zijn C(O, 1), P(p, 0), A1, 0) en or 0) dus AGS: 1) 
De rechthoekige driehoeken COP en CRO zijn gelijkvormig als OP: OC = RQ: RC [2p] 


dus alsp:1=1 gl [Ip] en dit klopt, want En 


1 

p 1 Ge) 
Pegel p 
Dus de rechthoekige driehoeken COP en CRO zijn gelijkvormig dus ZOCP = ZRCO. [1p] 
ZACP = 45° — ZOCP en ZACO = 45° — ZRCO [1p] 


Conclusie: ZACP = ZACO [1p] 


kruislings vermenigvuldigen geeft 


Bereken in twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Deze 
opgave kan op veel verschillende manieren worden opgelost. Maak een schets en bedenk 
welke manieren je kent. 


(0) 1 2% 


eerste methode met behulp van richtingsvectoren BP, en aM: 
Analyse: maak een schets. Bepaal richtingsvectoren BP en oM; loodrecht dus inproduct is 0. 


Pp, 0), B(1, 1) en ao) en midden van Pen Bis m2 7 LE ) dus m2! 1) Lp] 


2 2 

(p+l 1) (RAN 1) 

B (PD) (P5 1) noren OM = 2 Plal 2 Pli 
0-1 zi LI 1 
2 
p+1 1 
Loodrecht als BP. OM —0 dus als (?_*) 5 P|=0 np] 
pi 


(PAT AN 1 
dus als (p— 1) ( 2 1) 1 7 =O [pl 


Ë) [EXE]:Show coordinates 


En Ee . (120242) 12) {I A2) 
Vergelijking oplossen met bijvoorbeeld de grafische Ee Rn 


rekenmachine: 


vet (2 1) 1 eN 


= : —— ) -— en nulpunt berekenen [1 
Ya 2 pn 2 p [pl] 
levert x= 0,54 ROOT 
B =0.5391888728 Y=0 


Conclusie: p = 0,54 [1p] 
Opmerking: je kunt op meerdere vergelijkingen uitkomen, bijvoorbeeld de vergelijking 


vn (ji) de 


Opmerking: let op het aantal decimalen. 
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tweede methode met behulp van de richtingscoëfficiënten van de lijnstukken BP en OM: 
Analyse: maak een schets. Bepaal de richtingscoëfficiënten van de lijnstukken BP en OM 
en product is —1. 


î 8 1 
P(p, 0), BI, 1) en as ‚0) en midden van Pen Bis m2: i En ) dus 
p+1 
ml oe 1 
2 2 [pl] 
Richtingscoëfficiënt van BP = A Sn en 1 5 [Ip] en richtingscoëfficiënt van 
Rn 
ONE 1_p+1 1 Na 
p 2 p 2 
1 Ë [EXEl:Show coordinates 
1 BE =-(lax)F(11142)-(112)x2 
Loodrecht als eN) ie 
Ver 1 gl 
p 2 E:4 
1 
2 —1 INTSECT 
dus als 1 p+1 Si X=0. 728 Y=-0.5 
a-n(5-£) 


EN EPR 112 
dus 3 (q p(5 zp 5 EL id zp p 15 p° [pl 


Yi =_l41d 


5e (of een andere vorm van de vergelijking) 
Va= Fr intersect [1p] levert x= 0,54 


Conclusie: p = 0,54 [1p] 


Opmerking: je kunt ook op een andere vergelijking uitkomen, bijvoorbeeld de vergelijking 


gm (BEE) ede 


Opmerking: let op het aantal decimalen. 


derde methode met behulp van gelijkvormige rechthoekige driehoeken PAB en PMO: 
Analyse: maak een schets. 

Voor de rechthoekige driehoeken PAB en PMO geldt ZM = ZA = 90° en ZP = ZP dus ZB = ZO. 
Gelijkvormig dus geldt: PA : PM = BA : OM = PB : PQ 


P(p, 0), B(1, 1) en ars, 0) en midden y 


van Pen sie (EE 41) qus 


Kies; bijvoorbeeld PA : PM = PB : PQ 
dus PA. PO = PB. PM [1p] 


Q 


PA=1- 
pen d 


pm=(hert) +3) Ader 


BP = 12+ {1 — p)? =p? -2p+2 en PO=5-P [1p] 


PA. PQ = PB. PM dus moet gelden (1 pel = dp -dp+t ep -2p+2 [pl 
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=(1-x)- GE —X) B _[EXEl:Show coordinates Conclusie: p = 0,54 [1p] 
EE DE 12e (112)DDN0 (et 11 
2= …4)x 12)x mj F4 x2- - FP 
. king: b kan ook berekend den door M( Lp +4) in te vull danpt 
We Leda Er zerz interest en Opmerking an ook berekend worden door ZP +) in te vullen en dan p te 
ES berekenen door Q in te vullen. 
levert x= 0,54 Opmerking: let op het aantal decimalen. 
. INTSECT 
Conclusie: p = 0,54 [1p] =0.5391888728 Y=0.6061734475 


Opmerking: let op het aantal decimalen. Limiet van een verhouding 
vierde methode met behulp van Pythagoras in driehoek PMO: 


Analyse: maak een schets. In de rechthoekige driehoek PMO moet gelden PO? = PM? + MO?. Sk ADO KE NGN AUS DEIN AUAN REIN VO AMT DR LIOPO REEN 


pe Analyse: voor één waarde van x zijn er twee waarden van y, omdat t=pen t=-p 
P(p, 0), B(1, 1) en as, 0) en midden van Pen Bis mi 5 N u ) dus eenzelfde x-waarde p? en twee verschillende ywaarden p —2p en p +2/p opleveren. 


2 
Gegeven x(t) = ? = a dus t= a en t=—{a [1p] 
In het geval dat t= Va geldt: y(t) = 2 -2t=a-2a en in het geval dat t= —la geldt: 


PA= Gp Mt)=B-2t=a+2Na. pl 

EE 5 : 5 : : : Er geldt Q(a, 0), R(a, a 2la )en Sla, a+ 2vla ) dus |OR| = a 2la en |OS| = a+ 2la. 

zal Ap zl = Es = Ls 
pu= (ded p) +(5 0) (Ge aa) dn a 2e zE 
7 2 5 En soordinates Gevraagd lim eri =limÂ__—&- =lim 1 [ip] (als a onbegrensd toeneemt 

MO = (-0) de daat Lp] =, 25x2- > a+2va 20° a, 2a ron, Pen 

2 2 2 p a a va 

2 
In de rechthoekige driehoek PMO moet gelden GAN MAER Va de. 
Zi 2 2 
kn PM ki Mo k p] ze 5391888728 Y=1.730405564 a 2a 
Conclusie: im BE =1 [1p] 
dus (J-p) = (Lp? -2p+2) n GS Lp+t-1))) oo 7 
p 4 2 2572 p 
Ee ( 1 x) Gebroken functie met een parameter 
=(- 
X 
(Are ) ( 1 ) ( 1 11 JE . - 3p 11 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Yo ( 4 eds. he 4 ä 2 ad 2 Xx MOA PSM Analyse: bepaal met limieten de schuine asymptoot en laat zien dat f(x) boven deze 
Conclusie: p = 0,54 [1p] ke ligt. 5 
Opmerking: let op het aantal decimalen. f(x) = Ee = + en =X+ a [1p] 
x xe Xx Dd 
vijfde methode met behulp van opstellen lijn door M en GQ: lim (+ Aj =X+0= Xx (als xonbegrensd toeneemt dan nadert 5 tot 0), dus 
Analyse: maak een schets. In de rechthoekige driehoek PMO moet gelden PO? = PM? + MO? RS . 
pel dad vergelijking scheve asymptoot is y= X [1p] 
+ 
ip Oh EN A50 a, oren midden vAn Eens m2 2 ) Omdat x? > 0 (want x # 0) geldt: 4 > 0 dus f(x) = Ee za > X [Ip] 
Xe 26 Dé 


1 
AES 5 pre 5) [ip] TE] ERE): Show coordinates Conclusie: f(x) > x, dus de grafiek van f(x) ligt boven de scheve asymptoot. 


Richtingscoëfficiënt van BP = Jr en 


-p 1-p 
PB L MO dus richtingscoëfficiënt van 
om= SP =p-1 up 


5p 12 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode met behulp van f'(x) = 0 en herleiden op p=: 
Analyse: top dus fx) bepalen en fx) =0 


ae zxa PR exvap.x? 
Xx 


k=0.5391888728 Y=0.5 
Dus es lijn door QOen Misy=(p-1):x+b fd = 


b berekenen door as, 0) in te vullen levert b=—1 Be dus y=(p-1)-x-1 dn [1p] fo) =1+-8p: x=1 RE [2p] 


x 
3x xx +4p)-2x 3-2 -Bpx_ x°-Bpx_ 1- 8p, 


Deze lijn gaat door MI p+ d N L) als } =(p-1)-(— , ptit De [1p] 


B f met tiënt If) = = = 
EE 1 (of met quotiëntregel: f(x) nd n 4 
nn Top als 1— EL =0 dus Bp = x° dus p= 1 (10) 
ya=x-1)-(L Dt) 14 intersect [lp] levert x = 0,54 7 p ads 


p= Ex substitueren in f(x) = 


x+4p aa 
x 


TE [pl] 
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1 1 
gab 1e 


Dus de top ligt o = n 
p ligtop y De E P) 


Conclusie: de y-coördinaat van de toppen ligt op y = 1x [1p] 


tweede methode met behulp van f'(x) = 0 en herleiden op x=: 
Analyse: top dus F(x) bepalen en fs (x) = 0 


_ x+4p 4p 


fx +e=Xx+4p Xx? 
pl Ma p 
1 el 8p 
fx =1+-Bp- tel (20) 
2 vi 5 = 5 
(of met quotiëntregel fe n BEE) 2x _ 3x 2x ai 
x x x 
8p A 
Top als 1-5 =0dus8p=x dus x= 2p? [1p] 
1 A 
x= 2p? substitueren in f(x) = en geeft eN 3p3 [ip] 
en Ap? Ap? 


1 


1 1 
Coördinaten van de top (apr, 3p*) 


1 1 
Conclusie: x= 2p? en y= 3p? dus de y-coördinaat van de toppen ligt op y= Ex [1p] 


Absolute natuurlijke logaritme 


Bereken exact, dus gebruik grafische 
rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, maak gebruik van y= yc =q: 
Analyse: voor het linker deel van de grafiek 
geldt f(x) = —-In(x), 

voor het rechter deel geldt f(x) = In(x). 

BC is drie keer AB, dus AC is vier keer AB, 
dus xg= aen x,=4a 

Dus geldt: ys = |In(a)l = gen y= |In(4a)l = q [1p] 

Voor het linker deel van de grafiek geldt: f(x) = —-In(x) en xj = a dus q = fla) = -In(a) [1p] 
Voor het rechter deel van de grafiek geldt: f(x) = In(x) en x= 4a dus q = f(4a) = In(4a) [1p] 
fla) = f(4a) dus —In(a) = In(4a) [1p] 


In(a) +In(4a) = 0 dus In(4a?) =O dus 44? =1 dus a? = T dus a = L (want a > 0) [1p] 
ie: ze 1 == zt = = 1 
Conclusie: q = In( r) In(2-!) = In(2) (of q m3 )p [1p] 


tweede methode, maak gebruik van [BCI = Xx — Xa = 3Xg: 

Analyse: voor het linker deel van de grafiek geldt f(x) = -In(x), voor het rechter deel geldt 
f(x) = In(x). 

BC is drie keer AB, dus AC is vier keer AB. 

BC is drie keer AB, dus AC is vier keer AB, dus xj = aen xr = 44 

Voor het linker deel van de grafiek geldt: fx) = -In(x) en xg = a dus 

q= |In(a)| = -In(a) [1p] dus a= e"° [1p] 

Voor het rechter deel van de grafiek geldt: fx) = In(x) en x= 4a dus 

q=|In(4a)l = In(4a) dus 4a = e° [1p] 

Omdat |BC| = x,- Xxg=3Xg en Xpg=a=e ten x,=4a=et geldt 


e!-—e?=3e"° [Ip] dus e° = 4e“ dus Er =e??=4 [1p] dus 2q = In(4) 


Conclusie: q = Fe In(4) (of q = In(2)) [1p] 
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Pen P’ 
Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode met behulp van 1:2:\[3 driehoek: 

Analyse: maak een schets. Hoek van 120° levert 1:2:\|3 driehoek OAP met A als loodrechte 
projectie van P op de x-as. 

flx) = 6x en Pligt op fdus geldt Pla, 6la) [1pl 


p 3 OA _ AP a_ 6 
Driehoek OAP is een 1:2:v3 driehoek [1p], dus n dus S= [Lp] 
ve k TE 


tweede methode met behulp van lijn door O en P: 
Analyse: maak een schets (zie eerste 

methode). Hoek van 120° levert 1:2 3 

driehoek OAP met A als loodrechte 

projectie van P op de x-as. 


dus a-\3 =6 la en 34? = 364 dus ala — 12) =O dus a = 12 (a =O voldoet niet) [1p] 
Driehoek OAP is een 1:2:\/3 
driehoek [1p], dus richtingscoëfficiënt 


Vanwege 1:2:/3 geldt: IOP] = 2a = 24 [1p] 
Conclusie: P( — 24, 0) [1p] 
Á 
Lj 
1 
van lijn door O en Pis tan(60°) = V3 (1p] 120% 
Vergelijking van de lijn door O en p 0 
Pis y= x{3 [1p] 
Pis het snijpunt van y= x\3 en f(x) = 6x dus x{3 = 6x dus 3x? = 36x dus 
3x(x-— 12) =O dus x= 12 (x= 0 voldoet niet) [1p] 


y-coördinaat van P berekenen: y= x\3 dus y= 123 (of met f(x) = 6x dus 
fl12) = 612) (1p] 


P(12, 12/3) dus IOP'| = IOPI = 1122 + (123) = 24 (1pl (of met IOP'| = 1122 + (612) = 24) 


Conclusie: P'( — 24, 0) [1p] 


derde methode met behulp van vectoren: 
6)-(5) 
. ‚ _ \p/\a 
Analyse: maak een schets. Gebruik de formule cos(@) = Tant TENT 
(5) (6 
8 op p ak 
Pligt op f dus geldt P(p, 6/p) en OP = (en) en richtingsvector 


oP =(, 


) en cos(120°) = — [1p] 
1 —-P 


Ge) REE 


dus p? + 36p = 4p? [1p] 
Dus 3p2 — 36p = 0 dus 3p(p — 12) =O dus p = 12 (p =O voldoet niet) [1p] 


Dus lol (2 ) =V122+ (123) = 24 [pl 


612 
Conclusie: P( — 24, 0) [1p] 


Dus cos(120°) = 


dus \p° + 36p = 2p 
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vierde methode met behulp van cirkel: 

Analyse: maak een schets. Op cirkel met M(O, 0) en straal p liggen de punten Pen P: De 
hoek van 120° levert een 1:2:\3 driehoek OAP met A als loodrechte projectie van Pop de 
x-as. 


P{-p, 0) ligt op cirkel met M(O, 0) en 
straal p, dus op cirkel met vergelijking 
Xx + y= p? [tp] 

Omdat fx) = 6x geldt voor de 
y-coördinaat van P: y= 6x dus 

x2 + (6x) = p? dus X? + 36x= p? [1p] 
De hoek van 120° levert een 1:2:\3 
driehoek OAP met A als loodrechte 
projectie van Pop de x-as (zie de 


figuur). Er geldt dus OA = Jop 


Omdat [OP] = [OP = p geldt voor de x-coördinaat van P: x= Jp [pl 
Substitueren in x? + 36x= p? geeft (Le) +36- Jp =p? [pl 

Dus Sp —18p = 0 dus p(p — 24) =O dus p = 24 [1p] (p = 0 voldoet niet) 
Conclusie: P'( — 24, 0) [1p] 


260 OThiemeMeulenhoff 


Sp 


Sp 


Sp 


Examen 2021-II 


Kromme K 


De kromme K is gegeven door de 
bewegingsvergelijkingen: 


ge = cos°(f) 4 
' met 0 <t< 1 
y(t) = sint) 2 


In de figuur is kromme K getekend. Ook is 
voor een waarde van t in het bijbehorende 
punt van K de raaklijn aan K getekend. 


De helling in het punt (x(t), y(f)) van K 


sin(f) 
cos(t) 


kan worden berekend met: — 


Bewijs dit. 


Een vergelijking van de raaklijn in het punt (x(t), y(f)) van Kis: 


sin(t) 
TT cos(f) 


X + sin() 


Bewijs dat deze vergelijking juist is. 


figuur 


De raaklijn snijdt de x-as in punt A en de y-as in punt B. 


3 Bewijs dat de lengte van het lijnstuk AB constant is. 
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Vectoren spiegelen 


Wanneer een vector in een lijn wordt gespiegeld, wordt zowel het beginpunt als het 
eindpunt van de vector in die lijn gespiegeld. 

Het resultaat is een nieuwe vector die het gespiegelde beginpunt en het gespiegelde 
eindpunt verbindt. 


In figuur 1 is een voorbeeld weergegeven. figuur 1 
Daarin wordt vector AB, met A(1, 1) en 5” 
B(2, 3), gespiegeld in de lijn met vergelijking 13 
x= 3. Het spiegelbeeld is dan vector CD, id 
met C(5, 1) en D(4, 3). 3 á 5 
2 
ne ë 


=i 
Gegeven is punt F(7, 2) en vector OF. 


== —— 
Vector OF wordt in de x-as gespiegeld. Het spiegelbeeld is vector OG. 


En Reu È vaN 
Voor één bepaalde combinatie van p en q geldt p- OF + q-OG = Kg 


4 Bereken exact deze waarden van p en g. 


Ook is gegeven de lijn k met vectorvoorstelling il =t (5) 

Zie figuur 2. figuur 2 
> 

Vector OF wordt gespiegeld in lijn k. 


het spiegelbeeld van OF links of rechts van 
de y-as ligt. 
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Raaklijnen bij een vierdegraadsfunctie 


De functie f, is gegeven door: figuur 1 


LOE + px 


De lijn k heeft vergelijking y = px. 
Lijn k raakt de grafiek van f, voor iedere 
waarde van p in de oorsprong. 


De lijn / is de raaklijn aan de grafiek van f, 
in het punt A met x-coördinaat 2. 

Lijn / snijdt de y-as voor elke waarde van p 
in het punt B (0, 4). 


Punt M is het snijpunt van lijn k en lijn /. 
In figuur 1 is de grafiek van f, 
weergegeven voor een waarde van p. 
De raaklijnen k en / zijn gestippeld 


weergegeven. 


Bewijs dat M het midden is van lijnstuk AB. 


De lijn k en de grafiek van f, sluiten figuur 2 
een vlakdeel V in. In figuur 2 is voor y î 
een waarde van p vlakdeel V grijs 
weergegeven. / 
7 Bereken exact de oppervlakte van V. Á 
Á 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
4 
â 
kj 
IA 
7 
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Bankenformules 


Op een spaarrekening wordt een bedrag gestort. Het jaarlijkse rentepercentage op 
deze spaarrekening is constant. Hierdoor groeit het bedrag op de spaarrekening 
exponentieel. Voor de spaarder is het interessant om te weten na hoeveel jaar het 
bedrag is verdubbeld. 


In(2 
De verdubbelingstijd is exact te berekenen met de formule T = L : 
In(1 + zo) 


Hierin is T de verdubbelingstijd in jaren en p het jaarlijkse rentepercentage. 
Bewijs dat deze formule voor T correct is. 

Als je geen rekenmachine gebruikt, is de formule voor T onhandig. 

Daarom gebruiken bankmedewerkers, als zij de verdubbelingstijd willen weten, 
formules die de exacte verdubbelingstijd benaderen. Zulke formules noemen we 
bankenformules. Om zo’n bankenformule te vinden onderzoeken we eerst de 
noemer van de formule voor T. We bekijken dus de functie N gegeven door: 


NQ) =In(1 +70) (met x= 0) 


In de figuur is de grafiek van N getekend. Ook is de raaklijn k aan de grafiek van N 
in O getekend. 


figuur 


y 


0,15 


0,10 


T T T 
0 5 10 15 x 


Een vergelijking van kis y= zooX Als x > 0 ligt de grafiek van N onder lijn k. Verder 
geldt: als x groter wordt, dan wordt de verticale afstand tussen de grafiek van N en 
lijn k groter. 


Bewijs met behulp van differentiëren dat de verticale afstand tussen de grafiek van N 


en lijn k inderdaad groter wordt als x groter wordt. 
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Voor kleine positieve waarden van x ligt lijn k dicht bij de grafiek van N. Je kunt dus 
zeggen dat voor kleine positieve waarden van p geldt dat Iin(4 + 25) ongeveer gelijk 
is aan ToP 

In(2 In(2 
Dan geldt dus: Te ofwel T= 100-000 


Daarmee is een voorbeeld gevonden van een bankenformule: de exacte 
70 


verdubbelingstijd T kan voor kleine positieve waarden van p benaderd worden door 5 


te berekenen. Deze benadering noemen we T.. 


De benadering met de formule 7, = 5 verschilt voor toenemende waarden van p 
steeds meer van de waarde volgens de exacte formule, waarmee de benadering dus 
steeds slechter wordt. Daarom wordt in de praktijk het getal 70 in de teller aangepast 
als p groter wordt, bijvoorbeeld naar 72. 

Deze benadering noemen we T,. 

In de tabel wordt voor twee waarden van p de verdubbelingstijd in jaren volgens de 
bankenformules 7, = 5 en T,= 5 vergeleken met de verdubbelingstijd volgens de 


exacte formule. 


tabel 
rentepercentage 
Pp=1;9 p=5,5 


In(2) 
exacte formule T = 5 46,56 12,95 
In(1 +0) 
bankenformule 7, = 5 46,67 12,73 
bankenformule 7, = 5 48,00 13,09 


In de tabel is te zien dat voor p = 1,5 de bankenformule 7, = 5 een betere 


benadering geeft dan de bankenformule 7, = T In de tabel is ook te zien dat voor 
p=5,5 de benadering met 7, = 7 beter is dan met 7, = D 


Vanaf een bepaald rentepercentage p geeft de formule 7, = 5 een betere benadering 


van de exacte verdubbelingstijd dan de formule 7, = De 


10 Bereken dit rentepercentage p. Geef je eindantwoord in één decimaal. 
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Twee wortelgrafieken 


De functies f en g zijn gegeven door f(x) = 2x en g(x) = V2x. 
Op de grafiek van f ligt het punt P (p‚, 2/p). 


De helling van de grafiek van f in Pis gelijk aan L, 


vp 


De lijn door O en P snijdt de grafiek van g in het punt Q. Deze situatie is 
weergegeven in figuur 1. 


figuur 1 


3p 


De helling van de grafiek van g in punt Q is voor elke waarde van p gelijk aan de 
helling van de grafiek van f in punt P. 


Bewijs dit. 


We kiezen nu p = 4. Punt R ligt op de grafiek van g recht onder punt P. 
De raaklijnen in Pen R snijden elkaar in het punt S (—4, 0). Zie figuur 2. 


figuur 2 


7p 


Het lijnstuk PR en de grafieken van f en g sluiten een vlakdeel in. Dit vlakdeel is in 
figuur 2 grijsgemaakt. 

Bereken exact de verhouding tussen de oppervlakte van dit vlakdeel en de 
oppervlakte van driehoek PRS. 
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Asymptoten en raaklijnen 


1 


De functie f is gegeven door f(x) =e *. 
In figuur 1 is de grafiek van f weergegeven. 


figuur 1 


De grafiek van f heeft twee asymptoten. Daarom heeft de grafiek van de inverse 
functie van f ook twee asymptoten. 

Stel met behulp van exacte berekeningen vergelijkingen op van de asymptoten van 
de grafiek van de inverse functie van f. 


de 
De afgeleide functie van f wordt gegeven door f'(x) = 5 ‚ex, 
In de rest van de opgave is het domein van f beperkt tot x > 0. 
De raaklijn aan de grafiek van f in een punt P snijdt de x-as in een punt S. 


Zie figuur 2. 


figuur 2 


De x-coördinaat van S hangt af van de positie van P op de grafiek van f. Er is een 
positie van P waarvoor de x-coördinaat van S maximaal is. 
Bereken exact deze maximale waarde van de x-coördinaat van S. 
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Driehoek in cirkel 


Een lijn k gaat door de oorsprong O en figuur 1 
maakt een hoek a. met de positieve x-as, 
met 0° < a < 90°. 


Op de positieve x-as ligt een punt M zo 
dat de cirkel met middelpunt M en straal 1 
lijn kraakt. Punt A is het raakpunt en hoek 
OAM is dus 90°. 


In figuur 1 is de situatie voor een bepaalde 
waarde van a weergegeven. 


De coördinaten van A (Xx, y‚) kunnen worden uitgedrukt in a. 
15 Bereken de waarde van « waarvoor x, = 5. Geef je eindantwoord in hele graden. 


Voor elke hoek a (met 0° < a < 90°) raakt lijn k de cirkel in punt A. Verder snijdt de 
cirkel de x-as rechts van het middelpunt in een punt B. Op de cirkel ligt een punt C 
boven de x-as, zo dat de lijn door M en C hoek AMB middendoor deelt. De positie 
van M, en dus ook de oppervlakte van driehoek MBC, hangt af van hoek a. In 
figuur 2 en 3 is voor twee verschillende waarden van a de situatie weergegeven. 


figuur 2 figuur 3 


Als a nadert naar 0, neemt de oppervlakte van driehoek MBC af tot een grenswaarde. 
16 Bereken exact deze grenswaarde. 
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HINTS 


Hints bij examen 2021-II 


Helling, dus gebruik Ln Denk aan de kettingregel. 
Xx 
Maak bijvoorbeeld gebruik van de gegeven vergelijking y = — ne -X+ sin(t) en 


laat zien dat (x(t), (t)) = (cos°(t), sin? (t)) op de lijn ligt. 


sin(t) 
cos(t) 


Bepaal met behulp van de raaklijn y = — -X+ sin(t) de coördinaten van de 


punten Aen Ben gebruik Pythagoras. 
Bepaal oG, maak een stelsel van twee vergelijkingen en los het op. 


Maak een schets. Er zijn veel verschillende oplossingen mogelijk. Bijvoorbeeld: 
bereken de hoek tussen lijn ken de lijn door Oen Fen de hoek tussen ken de 
y-as. Beredeneer daarmee of het spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt. 


Aan de hand van de punten A en B kan het midden M bepaald worden. Ga na of k 
door M gaat. 
Oppervlakte, bereken eerst de grenzen en gebruik primitieven van ken fp. 
Maak een formule voor het gespaarde bedrag B na t jaren. pis het 
p 


rentepercentage, dus de groeifactor is 1 BE 


Bepaal de afgeleide of de tweede afgeleide van k(x) — N(x). 


Een betere benadering wil zeggen dat het verschil tussen T,en de exacte 
waarde van 7 kleiner is dan het verschil tussen T, en de exacte waarde van T, 
dus [T— T‚| < |T - T‚|. Maak gebruik van de grafische rekenmachine. 


Bepaal de vergelijking van de lijn door O en P‚ daarmee het punt OQ en daarmee de 
helling van de grafiek van g in punt O. 
Bereken oppervlakte driehoek POS met EE |- ben bereken oppervlakte grijze 
vlakdeel met [tfoo — glx)) dx. 

0 
Bepaal eerst de inverse van f(x) en daarmee de asymptoten van de inverse. Of 
bepaal eerst de asymptoten van f(x) en daarmee de asymptoten van de inverse. 


Maak een schets. Ga na: als punt P van links naar rechts de grafiek van f doorloopt, 
doorloopt punt S de x-as eerst naar rechts tot een maximale waarde, en daarna 
weer naar links. Voor punt P geldt P(p,‚ f(p)). Druk de vergelijking van de raaklijn 

in Puit in p. Druk de x-coördinaat van punt S uit in p. Bepaal de maximale waarde 
van X. 


Er zijn veel mogelijke oplosmethoden. Maak bijvoorbeeld gebruik van de sinus, 
cosinus of tangens en de gelijkvormige driehoeken MOA, AOA’ of MAA’. 


Druk ZBMC uit in «a en bepaal daarmee de hoogte CC’ van driehoek MBC. 
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Uitwerkingen bij examen 2021-II 


Kromme K 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Analyse: helling, dus gebruik 5 


x(t) = cos°(t) = (cos(t))* dus X'(t) = 3cos®(t)- —sin(t) [1pl 
y(t) = sin*(t) = (sin(5))® dus y(t) = 3sin?(t)-cos(t) [pl 


y(t) _ 3sin®(t)-cos(t) _ 3sin(t)-sinltH-eoslt} _ __sin(t) 
X(h _ 3cos?(t)-—sin(t) —3coslt)-eestt- sint cos(t) 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de 
volgende opgave(n) gebruikt worden. 


[pl] 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: raaklijn, dus y= ax + b 


eerste methode, met behulp van y = ax + b: 


_y(h sint) … 3 me si 
ET (zie vorige opgave) dus vergelijking van de raaklijn is 
Te sin(t) ‚ 
Sold X+b [1p] 
Raaklijn gaat door (x(t), yl#)) = (cos*(t), sin®(t)) dus b berekenen door 
(xt), /E)) = (eos(t), sin*(t)) in te vullen. 
sin(t) = Si, cos°(t) + b dus sin®(t) = -sin(t)- cos°(t) + b dus 
cos(t) 


sin®(t) + sin(t)-cos°(t) = b dus b=sin(t)- (sin?(t) +cos?(t)) [1pl en omdat 


sin? (t) + cos? (t) =1 geldt b=sin(t) [1p] 

sin(t) 
cos(t) 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt 
worden. 


Conclusie: de vergelijking van de raaklijn is y= — X+ sin(t) 


sin(t) 
cos(t) 


-(x- x(t): 


tweede methode, met behulp van y — y(t) = — 


= Ve =- and (zie vorige opgave) en raaklijn gaat door (x(t), /t)) = (cos°(t), sin®(t)) 
dus vergelijking raaklijn is y — sin®(t) = nn -(x-—cos?(t)) [1p] 
ie, sin(t) 8 sin(t) 3 wd 
dus y= cost "reld Ce (1) + sin®(t) dus 
=_SiND , sin(r)- cost) + sin) dus y= —Û 4 sin(t)-(cos(t)+sin2() no) 
cos(t) cos(t) 
Omdat sin? (t) + cos°(t) = 1 geldt y= — Sn -X+sin(t) [ip] 
Conclusie: de vergelijking van de raaklijn is y= — ne X+ sin(t) 


Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt 
worden. 
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sin(t) 


zosl -X+ sin(t) en de 


derde methode, met behulp van de gegeven vergelijking y =— 
gonioformule sin? (t) = -cos° (t) + 1: 


Raaklijn met richtingscoëfficiënt a = DU Sn 


(XE), H) = (eos (1), sin?(£)) x(t) cos(t) 
sin(t) 
cos(t) 
dus y= sin(t)-(—cos?(t) +1) [ip] 
Omdat sin? (t) + cos? (t) = 1 en dus sin? (t) = -cos°(t) +1 geldt 
y= sin(t)-(— cos? (t) +1) = sin(t)-sin?(t) =sin?(b) {pl 


(zie vorige opgave) gaat door 


x= cos°(f) invullen levert y= — eos (t) + sin(t) = —sin(t)- cos°(t) + sin(t) [1pl 


Conclusie: de lijn gaat door (x(t), /t)) = (cos°(t), sin*(t)), dus de vergelijking van de 
sin(t) 
cos(t) 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt 
worden. 


raaklijn is y= — -X+ sin(t) 


sin(t) 
cos(t) 


vierde methode, met behulp van de gegeven vergelijking y =— Xt sin(t) en de 


gonioformule cos° (t) = 1 — sin° (t): 


Raaklijn met richtingscoëfficiënt a = BALS =- ae (zie vorige opgave) gaat door 
(LE), HO) = (cos°(1), sin?(4)) ah 
x= cos°(f) invullen levert y= — sne cos (t) + sin(t) = -sin(t)- cos°(t) +sin(t) [ip] 


Omdat sin? (f) + cos°(t) = 1 en dus cos? (t) = 1 — sin? (t) geldt 
y= -sin(t)- cos? (t) + sin(t) = -sin(t)- (1 — sin?(t)) +sin(t) [1pl 


Dus y= -—sin(t)- (1 — sin?(t)) + sin(t) = -—sin(t) + sin®(t) + sin(t) =sin®(t) [ip] 
sin(t) 
cos(t) 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt 
worden. 


Conclusie: de vergelijking van de raaklijn is y= — „X+ sin(t) 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

Analyse: bepaal de coördinaten van de punten A en B en gebruik Pythagoras. 
sin(t) 
cos(t) 
snijden met de y-as geeft yg = sin(f) [1pl 


Raaklijn y= — -X+ sin(t) (zie vorige opgave) y 


Raaklijn snijden met de x-as, 


sin(t) 5 E sin(t) De: 
Soon sin(t) =O dus Sosia sin(f) 
dus X4 = sind eoSl — cos(f) [1p] 


sin(t) 


De lengte van het lijnstuk AB is dus \\cos?(t) + sin? (t) 


Conclusie: \lcos?(t) + sin?(f) = 1 = 1 dus de lengte van 
het lijnstuk AB is constant. [1p] 
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sp 


Vectoren spiegelen 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: bepaal OG en los het stelsel van twee vergelijkingen op. 


eerste manier, met substitutie: y 

— 7 . . > 7 F(7, 2) 
of=(%) spiegelen in de x-as dus od = ( ‚) [1p] 

— — 7 7 p-7+q-7 o ai 
Bee ep (Jee ()- | 
p +q. OG=p: |J +ta |, Bied [pl AE 

— > 7 
en er moet gelden p: OF +q: OG = ( 5 dus 
p:7+q-7=7 p+q=1 p=1-q 
| d 
os op { 2-q-2==3  \2p-2q=-3  \2p-2q=-3 


p=1-—gqinvullen in 2p-2q=-3 geeft 201 -q)- 2q=-3 dus -4q =-5 dus g-2 [1p] 


sizgets S= 
enp=1-q=1 4 7 


Conclusie: p = 7 en q= En [1p] 


tweede manier, met elimineren: 


oe 7 : n A 7 
OF = ( ) spiegelen in de x-as dus OG = ( ‚) [1p] 


2 
OË+q. OC 7 7 p:7+q-7 
Deo or (IJse) 
p:OF+q:OG =p 21+ ls pek [ip] 
— —— 7 
en er moet gelden p: OF +q: OG = ( 5) dus 
p:7+q-7=7 p+q=1 2 
| 
osop {5050 > bpsdg fj] dus 
2p+2q=2 
2p-2q=-3 
4p =-1 


En = 20 
p= 71 plen p+q=1dusgq 4 


Conclusie: p = L en q= 5 [1p] 


Onderzoek met algebraische berekeningen, dus gebruik van grafische deel van grafische 
rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, met behulp van hoeken en tangens: 
Analyse: bereken met behulp van de tangens de hoek tussen lijn ken de lijn door O en F 
Beredeneer daarmee of het spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt. 


Hoek a tussen de lijn door Oen Fen de x-as: tan(a) = 2 dus 4 
AN k 
a= tan(£) =15,945.….® [1p] Ln 
Hoek B tussen de lijn ken de x-as: tan() = n dus AN 
(4 o ò > F7,2) 
B=tan (&) =53,130…..° [pl 
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Hoek ò tussen de lijn ken de lijn door O en F: 

ö= tan"(4) 0 tan"(£) = 53,130….°—15,945..….°=37,184..….° {1p] 

De hoek tussen het spiegelbeeld van OF en de x-as is B + ò dus 

tan"(4) +tan(4) =tan"(£) = 53130... °+53,130…. °-15,945.…. °= 90,314..….° [1p] 


Conclusie: deze hoek is groter dan 90° dus het spiegelbeeld van de vector OF ligt 
links van de y-as. [1p] 
a\ (Cc 
6) (9) 


a c 
| ( )l | ( ol 
Analyse: bereken de hoek tussen lijn ken de lijn door O en F Beredeneer daarmee of het 
spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt. 


tweede methode, met behulp van hoeken en de formule cos(p) = 


u 
Voor de hoek ò tussen de lijn ken de lijn door O en F geldt Ak k 
6) ) 
2 4 21+8 “ 
cos(ö) = pl = = 0,796... N 
d N53 - N25 BÁ ö >, F(7,2) 


OHG) 


dus ö = cos”1(0,796…) = 37184... ° [1pl 


Voor de hoek B tussen de lijn ken de y-as geldt cos(B) = 


Dus B = cos”1(0,8) = 36,869….° [1pl 


Conclusie: hoek B tussen de lijn ken de y-as is kleiner dan hoek ò tussen de lijn k 
en de lijn door O en F dus het spiegelbeeldbeeld van de vector OF ligt links van de 
y-as. [1p] 


derde methode, met behulp van lijn n loodrecht op lijn k. y 

Analyse: bepaal snijpunt S van lijn ken loodlijn n door F op k. Bk k 
Bepaal horizontale afstand tussen S en F Beredeneer daarmee of DN) 
het spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt. N 


Vergelijking lijn k: y= ax [Ip] en vergelijking loodlijn 


n: y= Ex+b 


Lijn n gaat door (7, 2) dus 2 E74 bdus b= 7E [1p] 


dus loodlijn n: y= Êxt 7} 
i 4-37! dla 1e, Bld 
Snijpunt S bepalen met _x= 3 xe dus ($+ 3)x=7 dus (HBr) 7d 
29 12 12 
d ge 
IENS 4 25 35 {pl 


De horizontale afstand tussen Sen Fis 7 — Er n Er en de horizontale afstand 
tussen S en de x-as is 3 [pl 
Conclusie: het spiegelbeeldbeeld van de vector oF ligt links van de y-as. [1p] 


Opmerking: in plaats van de vergelijking van de loodlijn n: y == + 7} kan ook de 


vergelijking n:y -2 == (x — 7) gebruikt worden. 
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vierde methode, met behulp van lijn loodrecht op lijn ken berekening van de x-coördinaat 
van F. 

Analyse: bepaal snijpunt S van lijn ken loodlijn door F op k. Beredeneer daarmee of het 
spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt. 


(N-(7 (4 
Vector loodrecht op kdoor (5) = (5) +a bee [1p] Ë 
" 7 A\_ (3 UA hi 
Snijpunt S bepalen met +q: =p: [1p] NE; 
2 -3 4 
7+4q=3p 28 + 16q = 12p See 
dus | dus 22 + 25q =0 {7,2} 
us osop {71 ATR den us 22 + 25q 
2 _ 29 0 À 
dus ETE (en p=55) {1p] 
=74+ 22 4-32 
Xs=7+ 25 4 375 {1p] 
weta Esk 2: (Xr X en 
F Ss 25 F 8 F s 25 


Conclusie: x, < 0, dus het spiegelbeeld van de vector OF ligt links van de y-as. [1p] 
of 


Conclusie: x; = 3 is minder dan de helft van x= 7, dus het spiegelbeeld van de 


Ss 
vector OF ligt links van de y-as. [1p] 


Raaklijnen bij een vierdegraadsfunctie 
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, met de punten A en B en het midden M: 
Analyse: aan de hand van de punten A en B kan het midden M 
bepaald worden. Ga na of k door M gaat. 


Coördinaten punt A berekenen met 
f2)=-2*-24p2=4-8+2p=-4+2p 


dus A(2,—-4+2p) [1p] 

Gegeven is B(O, 4). 

Al2, -4 + 2p) en B(O, 4) dus het midden van lijnstuk AB is 
punt M(1, p) Ip] 

Omdat de punten A en B op lijn /liggen, ligt M(1, p) ook 
op de lijn /. [pl 

Coördinaten van M invullen in (de gegeven vergelijking 
van lijn) k: y= px levert p= p-1 (klopt) dus punt M ligt 
op lijn k. [1p] 

M is het midden van lijnstuk AB en M ligt op beide 

lijnen ken 1. 

Conclusie: het snijpunt M van de lijnen ken lis het midden 
van lijnstuk AB. 
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tweede methode, met de lijnen k en len hun snijpunt S: 
Analyse: bepaal de vergelijking van raaklijn | met behulp van de afgeleide en het 
snijpunt S van lijn ken I. 
Raaklijn /: 
_1 î _ 2 1 - _ 
f bx) = gl x° + px dus foo)=x 3x +penf',(2)=8-12+p=-4+p 


p 
Gegeven is B(O, 4) dus b=4dusl:y=(-4+p)x+4 [pl 

De x-coördinaat van snijpunt S (van de lijnen ken |) berekenen: px=(-4+p)x+4 
dus 0=-4x+4dusxs=1 [1p] 

De x-coördinaten van A en B zijn respectievelijk 2 en O, dus (omdat x; = 1) geldt Sis 
het midden van Aen B [1p] 

Conclusie: het snijpunt S van de lijnen ken / is het midden M van lijnstuk AB. 


derde methode, met de lijnen k en len hun snijpunt S: 

Analyse: bepaal de vergelijking van Il door A en B en het snijpunt S van lijn ken I. 
Lijn 1: 

Coördinaten punt A berekenen met f,(2) = DE 29-23+p-2=4-8+2p=-4+2p 
dus Al2,-4+2p) (1pl 


Omdat A(2, — 4 + 2p) en B(O, 4) geldt r.c. van lijn / (door Aen B) is 
Ay __-4+2p-4 2p-8 


Dn On 


Gegeven is B(O, 4) dus b=4dusl:y=(-4+p)x+4 [pl 

Snijpunt S: 

De x-coördinaat van snijpunt S (van de lijnen ken |): px= (-4+p)x+4 dus 
O=-4x+4dusxs=1 [1p] 

De x-coördinaten van A en B zijn respectievelijk 2 en O, dus (omdat xs = 1) geldt Sis 
het midden van lijnstuk AB [1p] 

Conclusie: het snijpunt S van de lijnen ken /is het midden M van lijnstuk AB. 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, door gebruik te maken van k — fp: 
Analyse: oppervlakte, dus gebruik primitieve van k en fp. 


Grenzen V bepalen: px= 2 + px [ip] dus pix =0 
dus x*(Ax- 1) =0 dus x=0ofx=4 [pl 


Oppervlakte V berekenen: 
4 4 


lpx- fplx)) dx = Ílpx- Gt 22 + pxl) dx 

0 4 0 

=[(-t+02) dx [ip] = [- 
0 


A8 Ld] 
Td +pel, {pl 


Conclusie: oppervlakte van Vis 128 [1p] 


OThiemeMeulenhoff 275 


Examen 2021-II UITWERKINGEN 


UITWERKINGEN 


4p 


Examenbundel 2022 | 2023 


tweede methode, door gebruik te maken van de oppervlakte van een driehoek: 
Analyse: oppervlakte, dus gebruik primitieve van fp. 


Grenzen V bepalen: px = pe Xx° + PX [1pl dus pt —X° = 0 dus (ix 1) =O dus 
x=0of x=4 [1p] 
Oppervlakte V berekenen: 


SEP onder de grafiek van fp is: 


4 
| fool) dae [CX i 
0 


Fies —aX tip], [ip] =-128+8p 


—X° + PX) dx = 
Oppervlakte van de driehoek onder lijn y = px met basis van 4 en hoogte 4p is 
IE IE b=j"44p= 8p dus oppervlakte Vis 8p —( — 128 + 8p) [1p] 


Conclusie: oppervlakte van Vis 123 [1p] 


Bankenformules 
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, start met groeifactor is 1 ETE 
Analyse: maak een formule voor het gespaarde bedrag B na ka 


p is het jaarlijkse rentepercentage dus de groeifactor is 1 +0 [1p] 


£ 
B, is het beginbedrag, B(t) is het gespaarde bedrag na t jaar, dus B(t) = B: ( + 5) 


pn 
Voor de verdubbelingstijd T (in jaren) moet gelden B, - ( +) =2.B, 


r 
dus ( 5) =2 [1p] 


100 
E T 
Dus n({- +5) Je In(2) dus T- In(* +5) =|In(2) [1pl 
Conclusie: Td [pl 
In(+ +5) 


tweede methode, start met g' = 2: 

Analyse: maak een formule voor het gespaarde bedrag B na t jaren. 

B, is het beginbedrag, B(t) is het gespaarde bedrag na t jaar, g is de groeifactor dus 
Blt)= B, g' 

Voor de verdubbelingstijd 7 (in jaren) moet gelden B,-g" =2- B, dus g' = 2 dus 

T= %log(2) [pl 


log(2) _ In(2) 
dus T= Ss 1 
loo{g) Ini PP 
p is het rentepercentage, dus de groeifactor g is 1 +00 [ip] 
Conclusie: T= er [pl 
In(s abel 
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Bewijs met behulp van differentiëren, dus gebruik de afgeleide. Gebruik grafische 
rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, met behulp van de afgeleide van de verticale afstand: 


Analyse: de verticale afstand k(x) — N(x) wordt steeds groter, dus de afgeleide (k(x) — N(x))' 


is positief. 

Gegeven is k(x) = m5 Xx dus k'(x) = rn 

N(x) = In(1 ta) dus N'(x) = ri En : Too n Tin” 

Dus (Kx) — NO) = ie = aon PP 

00 > Dox want x > 0, dus (klx) — N(x))' = Tu BETTS > 0 [Ip] 

(klx) — Mx))' > O dus de verticale afstand kx) — N(x) wordt steeds groter [1p] 


Opmerking: gebruik maken van differentiëren is verplicht. 


tweede methode, met behulp van de tweede afgeleide: 

Analyse: de verticale afstand k(x) — N(x) wordt steeds groter, dus de tweede afgeleide 

(k(x) — N(x)) "is positief. 
1 


Gegeven is k(x) = zoo’ X dus k'(x) = ETT 
EE NE 
NO) = In(1+50g) dus Nd = 20 100 100+x 
100 
1 _ _ 1 
DUS DEAN 5 Ee moa ES TE DEET 
Dus (kx) —_N(x))* =0 + (100 +2) 2-1 =d 


(100 + x)? 


Omdat (100 + x)? > 0 geldt (k(x) — N(x))'' > O [1pl 


Dus de verticale afstand k(x) — Nx) wordt steeds groter. [1p] 
Opmerking: gebruik maken van differentiëren is verplicht. 


Bereken in één decimaal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 

Analyse: een betere benadering doorT, wil zeggen dat het verschil tussen T, en de exacte 
waarde van T kleiner is dan het verschil tussen T, en de exacte waarde van T, dus 

[T-T< |[T-T‚| (of [TT] < |T, -TĲ). 


Examen 2021-I1 UITWERKINGEN 


Het verschil tussen T, en de exacte waarde van Tis |T - T‚| = la n [pl 
p 
n( * 100 ) 
. : _ In(2) 72 
Het verschil tussen T,en de exacte waarde van Tis |T - T‚| = 5 [pl 
p 
n( * 100 ) 
Deze twee verschillen zijn gelijk als |T — T‚| = |T — T‚| dus als 
In(2) 70| _ In(2) 72 
p\ pl mA pl 
In(1+) In(1+2) 
100 100 NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ûl 
CALC INTERSECT 
Yazabst(CInC2)/ InC1+.01X)-72/49)D 
Oplossen met y, = ne) en y, = m(e 5) 7] 
In(1+500) In(1+500) 
x 
intersect levert x= 4,9... [1p] NN 
Intersection 
X=4,9017897 Y=0.20400?1 
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(Bij p = 4,9. geven de formules voor T, en T, een even goede benadering.) 
Conclusie: vanaf p= 5,0 [1p] geeft de formule voor T, een betere benadering van de 
exacte verdubbelingstijd. 

Opmerking: let op het aantal decimalen. 

Opmerking: in plaatst van intersect kunnen ook tabellen worden gebruikt. 


Twee wortelgrafieken 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: bepaal de vergelijking van de lijn door O en P daarmee het punt Q en daarmee 
de helling van de grafiek van g in punt O. 


O(O, 0) en Pp, 2y{p ) dus al 
En DP 2 

oP = AX p op 
door Oen P: y=Â-x [1p] 


{p 


Q is het snijpunt van OP en g, dus ls v2x [pl 


dus vergelijking lijn 


x-coördinaat van punt Q uitdrukken in p : 


Lg NZ Nx dus A Bp [pl aus =D 


ve in 
sid 
dus Xx = Rr [1p] 
2 =d 
Afgeleide van glx) = \2x = (2x)? is g'(x) = EE (Di Zere Hp 


v2x 
‚dus helling van de grafiek van f in Pis f'(p) = 


EE 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


f(x) = 2x dus f'(x) = 


1 
vp 


f(p)) Up] 


le 
de 


Conclusie: helling in punt Q met xo = Ip is ol 


Analyse: panken oppervlakte driehoek PRS met 5 T_-ben bereken oppervlakte grijze 
vlakdeel met jm g(x)) dx 
Coördinaten P(4, 24) = P(4, 4) en 


R(4, NB) = R(4, 292) Tp] 
en gegeven is S( — 4, 0) 


ke driehoek PRS = 
Ib=4.8(4-2N2)=8(2- 2) Cp) 


4 
Oppervlakte grijze vlakdeel is roo — glx)) dx = avx- 2x) dx [1p] 
0 0 


41 d & de 3 El 
flax? — dee je ENZ xt) ae [2 2xt 7-2] {1p] 
0 0 


0 


Oppervlakte grijze vlakdeel is 2 - 2 8-2. 3 ‚8= Bz — 2) (pl 


PaVa): 822) = Ê:8 oftewel 5: 1. 


Conclusie: de gevraagde verhouding is 2:3. [1p] 


De gevraagde verhouding is dus 


278 OThiemeMeulenhoff 


3p 


7p 


13 


14 


Wiskunde B vwo 


Asymptoten en raaklijnen 


Met behulp van een exacte berekening, dus gebruik grafische rekenmachine is niet 
toegestaan. 


eerste methode, bepaal eerst de inverse van f(x) en dan de gevraagde asymptoten: 
Analyse: door de tekening vermoed je bij de grafiek van f de asymptoten x= 0Oeny=1 
(gebruik hiervoor eventueel de grafische rekenmachine). Bepaal eerst de inverse van f(x) 
en daarmee de asymptoten van de inverse. 


„dl zl 
Inverse van f(x) =e * bepalen met x=e ” dus In(x) = sj dus inverse is y= —___— 


1 
nis [pl] 

gab van de inverse bepalen met: 

im m nd ) = -0 dus horizontale asymptoot y=0 [1p] 

y= EPN heeft als domein x> O en x# 1 (want In(x) # 0) 


—1 
In(x) 


lim( =d )= = eo dus verticale asymptoot x= 1 (of lim( 
xt1 \ In (x) 


asymptoot x= 1) [1p] 


limon) = 0, dus (0, 0) is een perforatie) 
xio \ In(x) 


) = —oo dus verticale 


Conclusie: de gevraagde asymptoten zijn y= 0 en x=1. 


tweede methode, bepaal eerst de asymptoten van f(x) en dan de gevraagde asymptoten: 
Analyse: door de tekening vermoed je bij de grafiek van f de asymptoten x= 0Oeny=1 
(gebruik eventueel de grafische rekenmachine). Bepaal eerst de asymptoten van f(x) en 
daarmee de asymptoten van de inverse. 


„A 
y=e * heeft als domein x# 0 
Asymptoten van f(x) bepalen met: 


il 

lim (e *) = eo dus verticale asymptoot van f(x) is x= 0 [1p] 
ad 

(lim (e *) = 0, dus (O0, 0) is een perforatie) 


zit ed 
y= lim(e x) = 1 dus horizontale asymptoot van f(x) is y=1 (of y= Jim (e x)=1 


dus horizontale asymptoot van f(x) is y= 1) [1p] 
De inverse van x= 0 is y= 0 en de inverse van y=1 is x= 1. 
Conclusie: de gevraagde asymptoten zijn y= 0 en x= 1. [1p] 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, met behulp van de raaklijn aan de grafiek van f in P: 
Analyse: maak een schets. Ga na: als punt P van links naar rechts de grafiek van f 
doorloopt, doorloopt punt S de x-as eerst naar rechts tot een maximale waarde, en daarna 
weer naar links. Voor punt P geldt P(p, f(p)). Druk de vergelijking van de raaklijn in P uit 
in p. Druk de x-coördinaat van punt S uit in p. Bepaal de maximale waarde van x. 

ul 
e “* dus f(p =de p 


p 


fx) =e x Ei f'(x) = 


Examen 2021-I1 UITWERKINGEN 


De raaklijn gaat door punt P(p, er) 
dus de vergelijking van de raaklijn is 
1 1 


Je P.(x-p) (29) 


y-eP= 


=d 1 
Voor punt S geldt y= 0 dus 0—e rde P_(x-p) [pl 


p 
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1 


dus-e P=Î.e Î 


1 

ze P-(x-p)dus-1=—-(x-p) dus -p=Xx-pdusxs=-p +p [1p] 
p p 

De waarde van xs = -p° + p is maximaal als afgeleide van xs is -2p +1 =0 [1p] dus 


als p=} Lp] 


2 
Voor de x-coördinaat van S geldt xs = —p? + p dus Xs=-p° +p= -(5) +5 


Conclusie: de maximale waarde van de x-coördinaat van S is 4 [1p] 


Opmerking: de gebruikte methode y — b = r(x — a) voor het opstellen van de raaklijn is 
eenvoudiger dan de methode waarbij de waarde van b bepaald wordt door het invullen 
van de x- en y-coördinaat van punt P in y= ax + b. 


tweede methode, met behulp van de tweede afgeleide van f: 

Analyse: maak een schets. Ga na: als punt P van links naar rechts de grafiek van f 
doorloopt, doorloopt punt S de x-as eerst naar rechts tot een maximale waarde, en daarna 
weer naar links. Bij de meest rechtse positie van S hoort de raaklijn met de grootste 
helling aan de grafiek van f‚ dus de grootste waarde van f'(x). Bepaal deze grootste waarde 
van f'(x), oftewel het buigpunt van de grafiek van f. In de schermafbeelding is het stuk van 
x= 0 tot x=2 weergegeven. Hier zie je dat de grafiek van hol naar bol gaat. 


NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP û 


LA eN 
x=X?.e * dus 


=d, 
f(x) =e *en fx) Le 
x 


1 1 Ä 1 


fb) =-2xte xx? xe *=-2xt ee x+xt ex 
(gebruik de productregel om f"te berekenen) [1pl 


Maximale waarde van de x-coördinaat van S wordt bereikt bij 
de raaklijn met de grootste helling aan de grafiek van f [1pl dus 
als f'(x) is maximaal, dus als f(x) =O [1p] 


1 


1 
…e x=0 


Dus f'(x) =-2xÎ-e xx 
LI 
dus xS-e *-(-2+x71)=0 dus —2 +E = 0 dus voor de raaklijn met de grootste 
helling geldt x = 3 [1p] 
y 
„l 
fx) =e *en f'(x) = 7 "e *, dus geldt ook | $ 5p 
fix) 
fo) =—: flx) 
XxX fo) X 
voor de bijbehorende helling in x= 7 geldt 
1/1 1 hike 
PG) = z fd =4 FOD Lol 
2 
Dus bij één naar links (van x= 5 naar X= 5) 
daalt de raaklijn 4- f(x), en bij een kwart stap naar 1 M 


links (van x= 3 naar X= ri daalt de raaklijn (precies) f(x), dus tot de x-as, dus in 


punt S. [1p] 


Conclusie: de maximale waarde van de x-coördinaat van S is 3 — ï = 7 [1p] 
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derde methode met behulp van het buigpunt van de grafiek van f: 


Analyse: maak een schets. Ga na: als punt P van links naar rechts de grafiek van f 
doorloopt, doorloopt punt S de x-as eerst naar rechts tot een maximale waarde, en daarna 
weer naar links. Voor punt P geldt P(p, f(p)). De maximale waarde van xs wordt bepaald 
door de raaklijn aan de grafiek van f in het buigpunt van f. Bepaal de vergelijking van die 
raaklijn en daarmee de maximale waarde van x. 

De raaklijn in het buigpunt van de grafiek van f snijdt de x-as in het gevraagde 

punt S. [1p] 


_1 
f(x) =e “en f'(x) =Le 


x 
1 zl el El 
f(x) =-2x3-e xax?.xte *=-2xte *4+xP-e * [pl 
zl 
Buigpunt van de grafiek van f: f'(x) =O dus x°-e *-(-2+x71) =0 dus als —2 +L =0 


dus als x= [pl 


Vergelijking (buig)raaklijn opstellen: 
zl 


(2 
f(E) =e Om e”? dus buigpunt is PIE, e?) [pl 


el 


1 
e G) =4-e? [1pl dus vergelijking buigraaklijn is 


y-et=4.et.(x-5) Up] 


Voor punt S geldt y=0 dus 0-e?=4.e?. od) dus -e? = Aret. (x-j) 
1 


=Alle sle sed 
dus -1=4- (Xx 7) dus ind hm 


Conclusie: de maximale waarde van de x-coördinaat van S is + + À = 5 


Opmerking: de gebruikte methode voor het opstellen van de buigraaklijn y — b= r(x — a) 
is eenvoudiger dan de methode waarbij de waarde van b bepaald wordt door het invullen 
van de x- en y-coördinaat van punt P in y= ax + b. 


[1p) 


Driehoek in cirkel 


Bereken in één decimaal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Opmerking: 
grafische rekenmachine op graden. 


eerste methode, met behulp van gelijkvormige driehoeken: 
Analyse: A is de loodrechte projectie van A op de x-as. 
Gebruik de gelijkvormige driehoeken OAA en AAM. 
ZA'OA = @ dus ook ZA'AM = 0 

A 


In driehoek AA'M geldt cos(a) = an =AA'= ys [tp] 


In driehoek AA'M geldt sin(a) = En =A'M {pl 


De driehoeken OA'A en AA'M zijn gelijkvormig, dus geldt A'M:AA' = A'A:OA' 


AM _ AA sin(a) _ cos(a) 
ftewel = = 

Onewe aa SOA! cos(a) OA' 

_ an: — cos°(o) 
Dus x, = OA' = sinen [pl] 

1 cos?(a) _ 1 
Omdat x, = D) geldt sint) 2 [pl 
. eet cos? (ou) de 

Oplossen met grafische rekenmachine: y,‚ = anar en y‚ = } en intersect levert 


a= 51,3: 
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Conclusie: a = 51° [1p] 


tweede methode, met gelijkvormige driehoeken en de tangens: 
Analyse: A' is de loodrechte projectie van A op de x-as. Gebruik de tangens in de 
(gelijkvormige) driehoeken OMA en OAA: 


In driehoek OMA geldt tan(o) = B en ook geldt 


(in driehoek AA'M) tan(a) = amie) dus _r= SUN get 
os(a) cos(c) 

7 2 en dd 

In driehoek OAA' geldt cos(a) = dus Dr DA 
cos(a) _ sin(o) ie cos(a) 
dus DA sos dus x/ = OA' = cos(c) En [1p] 
<1 cos(a) _ 1 

Omdat x4 = ; geldt cos(a) Sinta 2 [ip] 
Oplossen met grafische rekenmachine: y‚ = cos(a.) - soa en y, = À en intersect 


levert a = 51,3..….° 
Conclusie: a = 51° [1p] 


derde methode met gelijkvormige driehoeken: 

Analyse: A' is de loodrechte projectie van A op de x-as. Gebruik de tangens in de 
(gelijkvormige) driehoeken OMA en AMA: 

ZA'OA = a dus ook ZA'AM = a 


In driehoek OMA geldt sin(a) = om SYS OMS —_— [Ip] 


ME ) 
In driehoek AMA’ geldt sin(a) = Am =A'M [1p] 


dus ook geldt x„ = OA' = OM - A'M= En 
1 _1 
t sin sin(a) = 7 [pl 


Oplossen met grafische rekenmachine: y, = 


Omdat x, =Â 


1 : 1 4 
—_—_—— sin n = > en Inter t 

site sin(a) en y, 7e ersec 

levert a = 51,3..….° 

Conclusie: a = 51° [1p] 


vierde methode, met de tangens en gelijkvormige driehoeken: 
Analyse: A' is de loodrechte projectie van A op de x-as. Gebruik de tangens in de 
(gelijkvormige) driehoeken AOA' en MAA: 
ZA'OA = @ dus ook ZA'AM = 0 


In driehoek AOA' geldt tan(a) = Ren [1p] 


en omdat OA' = x/ = 5 geldt tan(a) - À =AA' [1p] 
. r _ AA _ : 

In driehoek AMA’ geldt cos(o) = En AA' [1pl 

Dus moet gelden tan(o) - 5 =cos(o) [1p] 

Oplossen met grafische rekenmachine: y, = Jtan(o) en y‚ = cos(o) en intersect levert 

g=B1,3.° 


Conclusie: a = 51° [1p] 


vijfde methode, met lijn OA is y = ax: 


Analyse: gebruik de vergelijkingen van de lijn door O en A en de loodechte lijn door A en M. 


Lijn door Oen Ais l:y= ax 
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Loodrecht op / staat lijn k met r.c. = 1 door het punt A met 


=d il syelgeliged 
x=jeny=zadusk:y-ga=-glx-5) 


1 1 
Dus k: y= lx+ za*za [pl 


Voor (snijpunt met de x-as) M geldt dan It +d za= 0 


1 1 == 
dus + aX=zgtzadusxm= g+ 


1 


za (en y=0) [1p] 


Omdat x= Fen x= Zed a? geldt in driehoek AA'M dat A'M = Za en A'A= va=jä 


(zie eerder) [1p] 
Dus (met Pythagoras) geldt (Lazy + (La) =1 [pl 


2 2 
Oplossen met grafische rekenmachine: y, = (a?) + (Ja) en y‚ = 1 en intersect levert 


a= 1,24... = tan(o) 
Conclusie: a = 51° [1p] 


zesde methode met driehoek AA'M: 

Analyse: A' is de loodrechte projectie van A op de x-as. Gebruik de driehoek AA'M. 

In driehoek OA'A geldt:tan(o) = Dn = 6 
2 


sin(ZAMO) = sin(ZAMA') = sin(90°-—a) = A = y‚ [2pl 


=2: ya [ip] 


tan(o) = 2: y4=2:sin(90°-—o) [1p] 

Oplossen met grafische rekenmachine: y,‚ = tan(a) en 
Ys = 2: sin(90°-—o) en intersect levert a = 51,3... ° 
Conclusie: a = 51° [1p] 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


Analyse: bepaal ZBMC en daarmee de hoogte CC’ van driehoek MBC. 
In driehoek MBC is C’ de loodrechte projectie van Cop de x-as. 
ZOMA = 90°—a dus ZBMA = 180°-(90°—o) = 
90°+a [1pl 


ZBMC=} >: ZBMA= 45°+1 a [1p] 

Als a Ren tot 0, geldt Zu =45° [1p] 

Er geldt sin(ZBMC) = sin(45°) = en = CC =d2 
(want sin(45°) = 32) [pl 

Oppervlakte driehoek MBC is IE b-.h= IE 1 A2 


Conclusie: de oppervlakte van driehoek MBC neemt af tot iz. [pl 
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6p 


Examen 2021 -I1I 


Onbekende zijde 


Gegeven is driehoek ABC met AB = 4 en BC = 12. 
Punt M is het midden van lijnstuk BC. Verder geldt: AM = 5. 
Bereken algebraïsch de lengte van AC. Geef je eindantwoord in één decimaal. 


Spookje 


Op het domein -artdel worden de functies f en g gegeven door: 


f(x) = sin(x) cos(2x) 
g(x) = 2 + sin(x) 


Er geldt: f'(x) = 6cos®(x) — 5 cos(x). 
Bewijs dat inderdaad geldt: f'(x) = 6 cos°(x) — 5 cos(x). 


In de figuur zijn de grafieken van f en g weergegeven. De verticale lijn met 
vergelijking x = p snijdt de grafiek van f in het punt A en de grafiek van g in het 

punt B. We bekijken de raaklijn aan de grafiek van f in A en de raaklijn aan de grafiek 
van g in B. 


figuur 
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In de figuur is een waarde van p gekozen waarvoor de twee raaklijnen elkaar 
loodrecht snijden. Er zijn meerdere waarden van p waarvoor dit het geval is. 

Bereken exact het aantal waarden van p waarvoor de twee raaklijnen elkaar 
loodrecht snijden. 


Het functievoorschrift van f kan worden herleid tot: 

fx) =$ (sin(3X) — sin(x) 
Dit kan bijvoorbeeld worden bewezen door de vorm sin(t + u) — sin(f — u) voor een 
geschikte keuze van t en u te herleiden. 


Bewijs dat 7 (sin(3x) — sin(x)) = sin(x) cos(2x). 


De grafieken van f en g hebben twee gemeenschappelijke punten, namelijk 


(ar, Ien (lax, 1). 


Vis het gebied dat wordt ingesloten door de grafieken van f en g. 
Bereken exact de oppervlakte van V. 


Hoogwater 


De hoeveelheid water die door een rivier wordt afgevoerd, varieert van moment tot 
moment. De hoeveelheid water die de rivier maximaal kan afvoeren, noemen we de 
capaciteit van de rivier. Als de capaciteit te laag is, kan de rivier overstromen. Om te 
kunnen inschatten hoe vaak een overstroming plaatsvindt, gebruiken we het volgende 
model: 


C=a-b-In(inl E )) met T>1 (formule 1) 


TA 

Hierin is C de capaciteit in m°/s en T de zogeheten herhalingstijd. 

De herhalingstijd is de periode in jaren waarin de waarde van C gemiddeld één keer 
wordt overschreden. Als bijvoorbeeld 7 = 40 , dan zal de rivier gemiddeld één keer in 
de 40 jaar overstromen. 

De waarden van a en b worden berekend met behulp van gegevens uit het verleden. 
Er geldt altijd: a> Oenb>0. 


Voor de Rijn geldt: a = 5734 en b = 1648. De capaciteit is 12000 m°/s. 
Bereken algebraïsch de herhalingstijd in jaren. Geef je eindantwoord als geheel getal. 


Uit formule 1 is af te leiden dat voor de afgeleide van C geldt: 


SL met T > 1 (formule 2) 


Bewijs dit. 


Voor elke rivier geldt natuurlijk: hoe groter de herhalingstijd, des te groter is de 
capaciteit. De grafiek van C zou dus voor elke waarde van a en b (met a> 0 en b > 0) 
stijgend moeten zijn. 

Bewijs met behulp van formule 2 dat de grafiek van C inderdaad stijgend is voor elke 
waarde van a en b (met a > 0 en b > 0). 
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Voor de Maas geldt: 
— Bij een capaciteit van 1700 m°/s is de herhalingstijd gelijk aan 4 jaar. 
— Bij een capaciteit van 2100 m°/s is de herhalingstijd gelijk aan 10 jaar. 


Voor toekomstig beleid wil het ministerie van Infrastructuur en Waterstaat voor de 
Maas weten welke capaciteit hoort bij een herhalingstijd van 100 jaar. 

Bereken deze waarde van C in m°/s met behulp van formule 1. Geef je eindantwoord 
als geheel getal. 

Twee halve cirkels 

Gegeven zijn de twee halve cirkels c,‚ en c‚. 

Voor c, geldt: x? + y? +12x = —32, het middelpunt is M, en y > 0. 

Voor c‚ geldt: het middelpunt is M, (5, 0), de straal is 5 en y > 0. 

Op de positieve y-as ligt een punt P. Zie de figuur. 


figuur 


.P 


cj 


AN 
8 0 


Mi (0) 5 10 Xx 


P wordt zo op de y-as gekozen dat de afstand van P tot c‚ twee keer zo groot is als 
de afstand van P tot c‚. 

Bereken de y-coördinaat van P voor deze situatie. Geef je eindantwoord in twee 
decimalen. 
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Twee bewegende punten 


Voor t> 0 beweegt het punt P, volgens de bewegingsvergelijkingen: 


x(t) =f? + 2t 
yd =4t 
Tegelijkertijd beweegt het punt P‚ volgens de bewegingsvergelijkingen: 


x(t) = 4t 
y(t) = 2? 
In figuur 1 zijn beide banen getekend met daarop de punten P, en P, op een tijdstip f. 


figuur 1 


y 


O x 


Voor de snelheid v, van P, geldt: v‚(f) = Av#+1. 
Er is één tijdstip f waarop de punten P, en P, gelijke snelheid hebben. 


11 Bereken exact dit tijdstip. 
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In figuur 2 zijn nogmaals beide banen getekend. 

Op twee tijdstippen, namelijk f= O en f= 2, vallen P,‚ en P, samen. Op alle andere 
tijdstippen kun je de lijn / door P,‚ en P‚ tekenen. In figuur 2 is dit voor twee tijdstippen 
gedaan. 


figuur 2 


De richtingscoëfficiënt van / is gelijk aan —2 voor elke waarde van t (met t# 0 en t # 2). 


Bewijs dit. 
Voor elke waarde van t (met {#0 en t# 2) is P, het snijpunt van / met de x-as. Zie 


figuur 2, waarin P; is aangegeven voor twee verschillende tijdstippen. 
Bereken exact op welk tijdstip de x-coördinaat van P; gelijk is aan 3. 
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Een derdegraadsfunctie 


De functie f wordt gegeven door f(x) = x° + 6x? +12x + 9. : 
Deze functie heeft een inverse functie fl“, Er geldt: f“(x) = 2 +\x-1. 


Bewijs dat inderdaad geldt: f'(x) = -2 + \x-1. 


Vis het vlakdeel dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de y-as. 
Zie de figuur. Deze figuur is niet op schaal. 


figuur 


Vlakdeel V wordt gewenteld om de y-as. Zo ontstaat een omwentelingslichaam. 
Bereken de inhoud van dit omwentelingslichaam. Geef je eindantwoord in één 
decimaal. 


Op de grafiek van f ligt een punt P waarin de raaklijn aan de grafiek van f horizontaal 
is. 

Op de grafiek van f'“ ligt een punt Q waarin de raaklijn aan de grafiek van fi” 
verticaal is. 

De lijn door Pen Q snijdt de y-as in punt S. 

Bereken exact de y-coördinaat van S. 
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Hints bij examen 2021-I1I 


Maak een tekening. Denk aan gebruik van de cosinusregel of Pythagoras. 
Maak gebruik van gonioformules (zie formuleblad) en/of product- en kettingregel. 


Loodrecht, dus r.c.f « r.c.g = —1. Gebruik dus f'(x) (zie vorige opgave) en g'(x). 


Ga uit van f(x) = A sin(3x) — sin(x)) en werk om tot f(x) = sin(x) - cos(2x). Gebruik de 
hint en schrijf sin(3x) en sin(x) in de vorm sin(t+ u) en sin(t— u) met t= 2xen u=X. 
Gebruik bij primitiveren f(x) = sin(x) - cos(2x) = J(sin(3x) — sin(x)) (zie vorige opgave). 
Vul de gegeven waarden a = 5734 en b =1648 en C= 12000 in de gegeven formule in. 


Bijvoorbeeld, bepaal eerst El E JE daarna Elin( ie )) en vervolgens 


dT\T-1 dr \ \T-1 
d T 
ar{nl(inf Des ))) 

dC 


Ga voor elk onderdeel van dT na of het positief of negatief is voor T > 1. 


Gebruik In( ze ) of In(7) —-In(T- 1). 


Vul de gegeven waarden (1700 m°/s en 4 jaar en 2100 m°/s en 10 jaar) in in de 
formule in, bereken daarmee de waarden van a en ben bereken daarna de waarde 
van C. 


Bepaal de middelpunten en de stralen van de twee cirkels. Druk de twee afstanden 
uit in dezelfde variabele (de y-coördinaat van P of a= d(c,, P). Maak een tekening. 


Bepaal de snelheden van P, en P‚ en stel deze aan elkaar gelijk. Snelheid, dus denk 
aan v(t) = (Xx (D)? + (y'(d)?. 


Gevraagd wordt de richtingscoëfficiënt, dus denk aan A Maak een tekening. 


Stel de vergelijking op van lijn / en vul x(t) en y(t) van P, in. Maak een tekening. 


Bijvoorbeeld: y= —2 +N\x- 1, verwissel x en yen herleid op y= …. 
8) 

Gebruik 7 - Ee dy en het resultaat van de vorige opgave en de grafische 
0 


rekenmachine om het antwoord te berekenen (bereken, dus primitiveren is hier 
niet nodig). 


Bepaal de punten P en OQ, de vergelijking van de lijn door P en Q en het 
snijpunt S van deze lijn met de y-as. Maak een schets. Bedenk dat P en Q elkaars 
spiegelbeeld zijn t.o.v. de lijn y = X. 
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Uitwerkingen bij examen 2021-111 


Onbekende zijde 


Bereken algebraïsch, dus gebruik grafische deel van rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: maak een tekening. Denk aan het gebruik van de cosinusregel. 


eerste methode, met behulp van ZAMB en de cosinusregel in driehoek ABM en ACM: 
Bereken ZAMB in driehoek ABM dus AB? = AM? + BM? — 2- AM- BM: cos(ZAMB) 
42=524+62-2.5.6: coslZAMB) [1p] dus cos(ZAMB) = ee = 0,75 [1p] 

ZAMB = 41,40...° dus ZAMC = 180°-41,40..….° =138,59.….° 

Bereken lengte AC in driehoek ACM: 

AC? = AM? + CM? — 2- AM- CM - cos(ZAMC) 
AC?=5?+6°-2.5.6-cos(138,59..…°) [ip] dus AC? = 106 

Conclusie: de lengte van AC is 10,3. [1p] 6 

Opmerking: let op het aantal decimalen. 


tweede methode, met behulp van ZABM en de cosinusregel M 
in driehoek ABM en ABC: 
Bereken ZABM in driehoek ABM dus 
AM? = AB? + BM? - 2. AB. BM- cos(ZABM) 6 
5?=4?+62-2.4.6-coslZABM) [1p] 
—27 e) 
dus cos(ZABM) = Zin ae (= 0,5625) [1p] 
Bereken lengte AC in driehoek ABC: A 4 
AC? = AB? + BC? -— 2. AB. BC. cos(ZABC) 


ZABC = ZABM dus cos(ZABM) = cos(ZABC) = ES 


dus AC?=4? +12? 2-4. 12: (ip) dus AC? = 106 


Conclusie: de lengte van AC is 10,3. [1p] 
Opmerking: het berekenen van de grootte van ZABM (= ZABC) is niet nodig. 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


derde methode, met behulp van Pythagoras in de driehoeken AM'M, BM’M en AC’C met 
M' de loodrechte projectie van M op AB en C’ de loodrechte projectie van C op AB: 
BM’ = uen M'M=adus BC'=2uen C'C=2a 

In driehoek AM'M geldt: (4 — u)? +a? = 5? = 25 [1p] 
dus 16 -8u+u?+a° = 25 

In driehoek BM'M geldt: u? + a? = 6? = 36 [1pl 

u‘ +a?=36en 16 -8u+u?+a° = 25 geeft 

16 — 8u +36 = 25 dus u = 3,375 en omdat u? + a? = 36 
is a= 36 — 3,375° = 4,96... [1p] 

In driehoek AC'C geldt: (4 — 2u)? + (2a)? = AC? 

dus (— 2,75)? + 9,92... = AC? dus AC? = 106 
Conclusie: de lengte van AC is 10,3. [1p] 

Opmerking: let op het aantal decimalen. 
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Examen 2021-111 UITWERKINGEN 


vierde methode, met behulp van Pythagoras in de driehoeken APB, APM en APC en P de 6p 3 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


UITWERKINGEN 


6p 2 


loodrechte projectie van A op BM: 
PA = aen PB = b dus in driehoek APB geldt: 


G 


Analyse: loodrecht dus r.c.‚ r.c.,= —1. Gebruik dus f'(x) (zie vorige opgave) en g'(x). 
f'(x) = 6cos°(x) — 5 cos(x) (zie vorige opgave) en g'(x) = cos(x) en er moet gelden 


a?+b?=4?=16 Lp] rCrtC.g=-1 [pl] dus 

In driehoek APM geldt: a’ + (6 — b)’ =5° = 25 [1p] rCupr 1.C.g = (Beos*(x) — 5 cos(x)) - cos(x) = Beos“ (Xx) — Beos? (x) =—1 [1p] 

dus a? +36 - 12b+b?=25 dus a? +b?-12b=-11 n 

a’ +b?=16ena?+b?-12b=-1 geeft 16 - 12b= 11 Noem cos°(x) = a, dan 6a? —5a+1 =0 [1pl en dus a, = ERE ed = el {pl 


dus b= 2,25 en omdat 

a’ +b?=16isa=\16-2,25° = 3,30. [1p] 
In driehoek APC geldt: a? + (12 — b)? = AC? 
dus 3,30... + 9,75? = AC? dus AC? = 106 
Conclusie: de lengte van AC is 10,3. [1p] 
Opmerking: let op het aantal decimalen. 


Spookje 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: maak gebruik van gonioformules en/of product- en kettingregel. 


eerste methode, met gonioformule cos(2x) = 1 — 2sin° (x) (zie formuleblad): 

f(x) = sin(x) - cos(2x) = sin(x) - (1 — 2sin?(x)) (want cos(2x) = 1 — 2sin?(x)) [1p] 

f(x) = sin(x) — 2( sin(x))® [1p] 

f'(x) = coslx) — 6sin? (Xx) - cos(x) (kettingregel) [1p] 

Omdat sin?(x) + cos°(x) = 1 en dus sin?(x) = 1 — cos°(x) geldt f'(x) = cos(x) — 6 
sin?(x) - cos(x) = cos(x) —6- (1 — cos°(x))- cos(x) [1p] = cos(Xx) — 6 cos(x) + 6cos(x) [1pl 
Conclusie: f'(x) = 6cos°(x) — B cos(x) [1p] 

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 


tweede methode, met product- en kettingregel: 

f(x) = sin(x) - cos(2x) 

E-cos(2x) =-sin(2x)- 2 (kettingregel) [1p] 

dus f'(x) = cos(x) - cos(2x) + sin(x): —sin(2x) - 2 = cos(x)- cos(2x) — 2 sin(x) - sin(2x) 


(productregel) [1p] 


Herschrijven van cos{(x) - cos(2x): 
cos(2x) = 2cos?(x) -1 (zie formuleblad) 
dus cos(x) - cos(2x) = cos(x)- (2cos? (x) — 1) = 2cos?(x) — coslx) [1pl 


Herschrijven van 2 sin(x): sin(2x): 

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) (zie formuleblad) 

dus 2 sin(x) - sin(2x) = 2 sin(x) - 2 sin(x) - cos(x) = 4sin?(x) - cos(x) [1p] 
Omdat sin? (x) + cos°(x) = 1 en dus sin? (x) = 1 — cos? (x) geldt 
4Asin?(x)- cos(x) = 4(1 — cos? (x)) - cos(x) = 4 cos(x) — 4cos°(x) [1p] 


Dus f'(x) = cos(x) - cos(2x) — 2 sin(x) sin(2x) = 

2eos?(x) — cos(x) — (4 cos(x) — 4 cos (x)) = 2cos(x) — cos(x) — 4 cos(x) + 4cos (x) 
Conclusie: f'(x) = 6cos°(x) — 5 cos(X) [1p] 

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 
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Dus cos°(x) = 7 of cos°(x) = n dus cos(Xx) = E of cos(x) = Sn of cos(x) = ä 


2 3 
of cos(Xx) = 7 [1p] 


cos(x) = EZ heeft op het domein 


Ar, 1e twee antwoorden (zie figuur), 


hetzelfde geldt voor cos(x) = RE 


cos(x) = EZ en cos(x) = — El 


Conclusie: het gevraagde aantal voor x= pis 8. [1p] 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: ga uit van f(x) =4{sin(3X) — sin(x)) en werk om tot f(x) = sin(x) cos(2x). Schrijf 
sin(3x) en sin(x) in de vorm sin(t+ u) en sin(t— u) mett=2xenu=X. 


eerste methode, door gebruik te maken van sin(t + u) — sin(t — u) (zie formuleblad): 
Omdat sin(t+ u) = sin(t)- coslu) + cos(t)- sin(u) en 

sin(f— u) = sin(t)- coslu) — cos(t)- sin(u) (zie formuleblad) geldt 

sin(t+ u) —sin(t— u) = sin(t)- cos(u) + cos(t)- sin(u) —( sin(t)- coslu) — cos(t)- sin(u)) = 
2-cos(t)- sin(u) [1p] 

Neem t= 2xen u=X. [1p] 

Dan geldt: sin(3x) — sin(x) = sin(2x + x) — sin(2x— x) = 2: cos(2x): sin(x) 


Conclusie: fx) = sin(x) - cos(2x) = Hi sin(3x) — sin(x)) [1p] 


Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 


tweede methode, door gebruik te maken van sin(t+ u) = sin(t)- cos(u) + cos(t)- sin(u) 
(zie formuleblad): 
sin(3x) = sin(2x+ Xx) = sin(2x) - cos(x) + cos(2x) - sin(x) 

(want sin(t+ u) = sin(t)- cos(u) + cos(t)- sin(u), zie formuleblad) 
dus sin(3x) — sin(x) = sin(2x) - cos(x) + cos(2x) - sin(x) — sin(x) = [1p] 
2-sin(x)-cos(x)- cos(x) + cos(2x) - sin(x) — sin(x) = 

(want sin(2x) = 2: sin(x) - cos(x), zie formuleblad) 

2. sin(x) - cos°(x) + cos(2x) - sin(x) — sin(x) = 
sin(x) - (2 - cos? (x) + cos(2x) - 1) = sin(x) - (2 - cos°(x) — 1 + cos(2x)) = 
sin(x): ( cos(2x) + cos(2x)) = [1p] 

(want 2 - cos°(x) - 1 = cosl2x), zie formuleblad) 
sin(x): 2-cos(2x) = 2: sin(x) - cos(2x) 

Dus sin(3x) — sin(x) = 2: sin(x) - cos(2x) 


Conclusie: flx) = sin(x): cos(2x) = Zl sin(3x) — sin(x)) [1p] 


Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 
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4p B Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Er geldt =Ö 


= mic 5 =E en 1 nn T [pl] 

Analyse: gebruik bij primitiveren f(x) = sin(x): cos(2x) =d (sin(3x) — sin(x)) (zie vorige id A, hl ) q en 7 ) 
begaven deb Â -b 1 zi b 

tn Tr dus dT on 75 T ° T : 7 - [pl] 
Oppervlakte V: [ (glx) — flx)) dx = [ (2 + sin(x) — sin(x) cos(2x)) dx= Ri hl) br ) Gr 1 Tap) In Ti ) 

Ae Ae 
tn ° tn Conclusie: at = 8 7 
] (2 + sin(x) — (u sin(3x) — sin(x))) dx= [1p] ] (2+ 15 sin(x) — 7 sin(3x) dx T-(T-1): In( Ti ) 
7 7 


Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 


ir 
=|2x-1dcos(x) -1--Acos(3x)| ° = (2pl(3n-O+d-0)-(-n-0+d-0)= Ar 11 
| 8 Kl & 8 1, an 8 Ee id En tweede methode, met el E ) (inl ET )) en &(in(inf L ))): 
OE T\T- 1) dT\ \T-1 dT T-1))| 
Conclusie: oppervlakte V is Ar. Analyse: gebruik de kettingregel en de productregel of de quotiëntregel en bepaal 
d IE d T d T 
Al) en vervolgens Srl iní T- ‚)) en zr (in(inf T- ‚))): 
Hoogwater 
el Tjee. —1 Hp] 
5p 6 Bereken algebraïsch, dus gebruik grafische deel van rekenmachine is niet toegestaan. ATA Tel (T- 1)? T(T- 1? li 
Analyse: vul de gegeven waarden a = 5734 en b=1648 en C= 12000 in de gegeven 
formule in. dus (inl E he k : el E )= d eN Ee 
F dT T-1 ( ja ) dT \T-1 ( T ) (T- 1)? T__(T-1)? 
C=a-bIn(in( )) TA Tl 
T-1 4 
Invullen van C= 12000, a= 5734 en b = 1648 geeft T-(T-1) 
E d T 1 d T 
120 = 5734-1648 In(In( ))e d ( (in )))= (in IS 
00 = 573 6 nn [1p] us rl (Inl nr) TT 
T-1 
dus In(in( E )) =JZ000 SZ —3,802.… [1p] dus 1 Á —1 
T-1 —1648 î = [2p] 
7 7 nl) EAT TT 1 In( ) 
In( ) ze 3802. — 0,022. [iplen = 09022. = 1,022... [1p] Tl Tl 
ok hel dC d à b 
Pel relfe 10E TND due T=108Ss Te =02E Gt r(in(in( T-1 ))) n Tan 
T.(T-1)- Inl 
dus T(1 — 1,022... ) = 1,022. T-1 
1.022 Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 
Conclusie: T= TAD = 45,3. dus 45 (of 46) jaar [1p] Opmerking: gebruik maken van de productregel levert 
0 AT) dr. (ret (TI AT 1 (T- 12e 
Opmerking: werk door met niet-afgeronde getallen en geef het antwoord in hele jaren. ree À 7 ar {7 TE 
Opmerking: bereken algebraïsch, dus oplossen met y;‚ = … en y‚= 12 000 intersect is hier dee -T _ _ _T-1 En NE (pl 
niet toegestaan. T-1  (T-12 (T-1 (T-1? (T- 1} i 
5p 7 Bewijs, gebruik differentiëren. derde methode, gebruik Inl -E ‚) = In(T) —In(T — 1): 
eerste methode, werk van binnen naar buiten, noteer C als kettingfunctie: Analyse: herschrijf nl ee 7 ) tot In(T) —In(T — 1)en bepaal afgeleide van In(T) — In(T — 1). 


Analyse: gebruik de kettingregel en de quotiëntregel, werk van binnen naar buiten. 
T 

C=a-b- In(in( 
T= 


EE E Zeh. — — 
Neem SE NE C=a-b In(in()) =e b-(In(in(T) =—In(T=1))) pl 
d 


Tel 
ë d 1 d 
de _ de dp dq _ bd == -b. TlIn((In(T) —In(T-1)))) =-b- (INN -In(T-1)= 
ETET CT mek a a dT ‚ ei IN INT 1 AT 
T ‚_ dq d T (=de 7-1 1 D.A IN(T) -In(T-1)) 1ol 
apr et aren) Ter cr n(_E) #7 
d 
p= In(g) dus p'= 5 =(In(g))" =& rp) o d 1 1 En 
q q mdat el In{7) — In(T- 1) = E-r = [1p] TUN TT [ip] geldt 
dijn: dE ‚_-b 
en db AID nT Ed 
dp d = - Inl — Inl {T= 1} 
oe EN (re) ) 


Ss = = H 
d7 dp dq dT p q (T-17 
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Conclusie: dC = b [pl 4p 9 Bereken, antwoord als geheel getal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 


Ne (7-1): In( EK ) Analyse: vul de gegeven waarden (1700 m°/s en 4 jaar en 2100 m°/s en 10 jaar) in de 
formule in, bereken daarmee de waarden van a en ben bereken daarna de waarde van C. 


Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 


eerste methode, algebraïsch: 


id 8 de dS gebr een TEONaE VanUi deon zoRder Bij een capaciteit van 1700 m°/s is de herhalingstijd gelijk aan 4 jaar. 
g 8 Bij een capaciteit van 2100 m/s is de herhalingstijd gelijk aan 10 jaar. 
eerste methode, met In( -E 5 1700 =a-b. In(in()) 

dC 7 dC Invullen geeft het stelsel vergelijkingen 
Analyse: dT moet positief zijn, dus ga voor T, T 1 en In( -E) van dT na of ze positief of 2100 =a-b. In(in( 2) 
negatief zijn. 


dC _ b 


d BEA z=a+b- 1,24... 
dT TT- 1 Inl) 


2100 =a+b-2,25.. PP! 


C moet stijgend zijn dus 


moet positief zijn. [1p] 


a=1700-b: 1,24... 
(a heeft geen invloed op de waarde van Ze en 2100 -b- 2,25... neden esmee eddie nn 
T > 1 (is gegeven) dus T (tijd) is positief en T-1 is ook positief. [1p] dus b- 1,004... = 400 [1p] dus b= 398,22... en a= 1203,85.… [1p] 


T > len T > T-1 dus al > 1 [pl 


Dus voor T= 100 geldt Cya, = 120385... — 398,22... In(in Ae )) 


> 1 (en vanaf x= 1 is In(x) > 0) 


dus In( eK ) > 0 [Ip] want Ln 


Dus TTI In(— 


Conclusie: gevraagde Cyaas is ongeveer 3036 (of 3035) m?/s. [1p] 


dC Opmerking: let op de gevraagde afronding. 


E ) > Oen b>0 (gegeven) dus 7 > 0 [1pl 


-1 


tweede methode, met grafische rekenmachine: 
Bij een capaciteit van 1700 m?/s is de herhalingstijd gelijk aan 4 jaar. 
Bij een capaciteit van 2100 m/s is de herhalingstijd gelijk aan 10 jaar. 


1700=a-b- In(in(&)) 


Conclusie: de grafiek van Cis stijgend. 


tweede methode, met In(T) — In(T — 1): 


Analyse: ee moet positief zijn, dus ga voor T, T - 1 en In( E ) van dE na of ze positief of 


dT T-1 dT Invullen geeft het stelsel vergelijkingen 

negatief zijn. 2100 =a-b: In(in(@ 10 )) 
n st dC b b Ì 

EE Se mn) STAT) CNN = n{T- 1) a=1700+b-In(in(5) 
LERS T-1 dus [pl] 

moet positief zijn [1p] n a=2100+bIn(in( 2 ) 

(a heeft geen invloed op de waarde van 25) 

T > 1 (is gegeven) dus T (tijd) is positief en T-1 is ook positief. [1p] =1700+x. In( n(&)) 

= In(x) is stijgend dus (omdat T > T-1) geldt In(7) > In(T-1) n= 3 
en dus In( 7) -In(T—-1) > 0 [2p] 10 
Dus T-{T=1}-{In{T=In( T-A > den b=0 (gegeven) dus d€ 0 pl y= 2100 + x-: a (5) intersect levert x= 398,22... en y= 1203,85.… [1p] 
dus b= 398,22. = 1203,85.… [1p] 


Conclusie: de grafiek van Cis stijgend. 


Dus voor T= 100 geldt Cya, = 120385... — 398,22... In(in( ae. )) 


Conclusie: gevraagde Cuaas is ongeveer 3036 (of 3035) m?/s. [1p] 
Opmerking: geef het antwoord in hele jaren. 
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Twee halve cirkels 
Bereken in twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. 


Analyse: bepaal de middelpunten en de stralen van de twee cirkels. Druk de twee 
afstanden uit in dezelfde variabele. Maak een tekening. 


2a 2 


M‚(-6, 0) 8 M‚(5, 0) 5 


eerste methode, door beide afstanden uit te drukken in de y-coördinaat van P: 
ext y + 12x= 32 

Voor snijpunten x-as van c, geldt y= 0 dus x° +0? + 12x= -32 [1p] 

dus (x+6)? — 36 = -32 dus (x+6)? =4 dus x= -4 of x=-8 

Het middelpunt van c, ligt op de x-as, dus M‚(-6, 0) en de straal is 2 [1p] 
(en het middelpunt van c‚ is M‚(5, 0) en de straal is 5). 


Afstand M‚P= (62+ y‚? dus afstand van P tot c, is 62+ yo? — 2 [1p] 
Afstand M‚P= [52+ y‚? dus afstand van P tot c, is 5? + yp? —5 [1p] 


Omdat d(c‚,P) = 2 d(c,,P) geldt 6? + yp? -2=2-(N5 + ye —5) [ip] 


Vi=N6?+x?-2en y,=2-(V5?+x? —5) intersect [1p] levert x= 7,017 … 
Conclusie: yp = 7,02 [1p] 
Opmerking: let op het gevraagde aantal decimalen. 


tweede methode, door beide afstanden uit te drukken in a = d(c,, P): 
city? +12x=-32 dus C,:(X+6)° — 36 + y? = 32 

dus c‚:(x+6)? + y? =4 [1p] 

Dus het middelpunt van c‚ is M‚(-6, O0) en de straal is 2 [1p] 

(en het middelpunt van c‚ is M‚(5, 0) en de straal is 5). 

Noem d(c,, P) = aen dus d(c,, P) = 2a 

In driehoek OM,P geldt yp? +5? = (a+5)° dus yp? = (a+ 5)’ — 25 [1p] 
In driehoek OM,P geldt y‚? +6? = (2a + 2)? dus yp? = (2a+ 2)? — 36 [1p] 
Er moet dus gelden (a + 5)? — 25 = (2a + 2)? — 36 [1p] 

y= (x+5)?— 25 en y, = (2x+ 2)’ — 36 intersect [1p] levert x= 3,616. 
dus a = 3,616 … 

ye? = (3,616... +5)? — 25 = 49,240.… 

Conclusie: yp = 7,02 [1p] 

Opmerking: let op het gevraagde aantal decimalen. 
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Twee bewegende punten 


Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: bepaal de snelheden van P, en P‚ en stel deze aan elkaar gelijk. 


Snelheid, dus denk aan v(t) =| (x'())? + (y'(t)}°. 
eerste methode, met v(t) = \\(x'(t))° + (y'(t))?: 


Bereken de snelheid van P‚: 


fxlt=+2t x(t) =2t+ 2 
De dus (TS [1p] 


dus v‚(t) = (24+ 2)? +4? (ip]= VAR +8t+4 +16 = 4 +8t+ 20 


Gegeven is de snelheid van P,: v(t) = AN +1 
Dus ANP +1 =N4+8t+20 dus 161 +16 =4f+8t+ 20 [1p] 


dus 122 -8t—4=0 [ip] dus 3 — 2-1 =0 dus Te 


Conclusie: t=1 (t= BE vervalt) [1p] 


Opmerking: de snelheid v, van P‚ is gegeven. Je kunt hem ook zelf afleiden met behulp 


f x(t) = 4t x(t) =4 Td 2 2 en 
van Pf vil 2e dus Oo dus v(t) =l4? + (4t=N 16 + 16 = ANP +1. 


tweede methode, met snelheid y'(t) van P, is gelijk aan snelheid x'(t) van P‚: 

Omdat de snelheid y’(t) = 4 van P,‚ gelijk is aan snelheid x’(t) = 4 van P, en omdat 
ook de totale snelheden van P‚ en P,‚ gelijk aan elkaar moeten zijn, geldt dat 

de snelheid x’(t) van P, en de snelheid y(t) van P, aan elkaar gelijk zijn. [1p] 
P‚:xlt)=f+2t dus P‚:v‚lt) = X'(t) = 24+ 2 [1p] 

P‚:ylt)=2f dus P‚:v‚(t) = y(t) = 4t [1p] 

Dus 2t+2 =4t [1p] 

Conclusie: t= 1 [1p] 


Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, met richtingscoëfficiënt: 


Analyse: gevraagd wordt de richtingscoëfficiënt, dus denk aan ae Maak een tekening. 


he zi a 
VL yi =4t \yd=2t 


dus Ax=4t-(f+2t)=-f?+2ten Ay=2t-4t [Ip] 
Dus de richtingscoëfficiënt van de lijn door P,‚ en P, 
Ay _2P-4t_ tt 2 =-2 

Ax -f+2t td} 1 


Conclusie: de richtingscoëfficiënt van lis gelijk aan —2 
voor elke waarde van tf. [1p] 

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien 
in de volgende opgave gebruikt worden. 


is 
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tweede methode, met richtingsvectoren: Een derdegraadsfunctie 
Analyse: bewegingsvergelijkingen, dus denk ook aan (richtings-)vectoren P‚P. 

{ D= +2t (en =4t 3p 14 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 

1 En 2 m 2 8 
yi) = 4t yi} = 21 eerste methode, starten met f"“(x) = -2+\lx- 17: 
Dus de richtingsvector van de lijn door P‚ en P,‚ is Ge ä a [ip] Analyse: fi"“(x) =y =-2 +\x-1, verwissel x en yen herleid op y =… moet f opleveren. 
2t-4t 

_(-P+2t\ (1-2) (-1 ti ENE y=-2 +\x-1 en xen y verwisselen geeft X=-24+\y-1 [1p] 
= B a in ( 2 ) [Ip] dus de richtingscoëfficiënt en -2 Herleiden op y: 
Conclusie: de richtingscoëfficiënt van lis gelijk aan —-2 voor elke waarde van t. [1p] X=-24+ly-1 dus x+2=ly-1 dus (x+ 2) = y-1 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt dus y= (x+2)° +1 [1p] 
worden. y=lx+2) 4 1=lx+2)- (X42) a lelx+2)- (Xx +Ax+A) +1 = 


XrAX +AXH2X +BB TEX HEX + 12X+9 [Ip] 


Conclusie: flPY(x) = —2 4x 1 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 


4p 13 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 


eerste methode, lijn l door P‚, P‚ en Pz heeft richtingscoëfficiënt -2 en gaat door P3(3, 0): 
Analyse: stel de vergelijking van de lijn lop en vul x(t) en y(t) van P‚ in. Maak een 
tekening. 

De betreffende lijn / door P‚, P, en P, gaat door P,(3, 0) 
en de richtingscoëfficiënt is —-2 dus de vergelijking van 
deze lijn is y= -2(x-3) =-2x+6 [2p] 


fxlt=+2t 
Uyt) =4t 
dus -21-8t+6=0 dus f+4t-3 =0 [1p] 
A+ N64 Te zÂe 
4216-41-33 EE zer 


tweede methode, met behulp van f(f"’(x)) = x: 
Analyse: f"“ invullen in de functie f en f(f"’(x)) uitwerken moet x opleveren. 


fx) = XP +624 12x+9 en fi"'(x) = -2+Nx- 1 en er moet gelden f(fi“ (x)) = x. 

Dus er moet gelden l2sbet) #6 edad) +12elede kiesen [1p] 
2x) uitwerken geeft: 

2e aA 1E ax - 1) en 6-24 IKE) 24-24 (11546 (x- 1) 
2 +) uitwerken geeft: 


ligt op lijn / dus geldt 4t= -2(t + 2t) +6 


won 


(— 
(= 
(= 
(= 


h2= 


2 dame eer este les beelae as bebe 
3 3 1 2 1 2 3 
Conclusie: t= -2 +7 (t= -2- 7 vervalt) [1p] -84+8-(x-1)3-2-(x- 13 +4 (x- 134 (x- 1) + (X-1)P= 
1 2 


x(t) = 4t 8412. (x-1)3-6-(x- 1) +x-1 


Opmerking: in plaats van P‚ kan ook Pf af in de vergelijking van | ingevuld worden. 5 1 2 
VES Dus (-24+\\Xx-1) =12-(x- 1)? -6-(x- 1) + x-9 [pl 


tweede methode, lijn | door P,, P, en P; heeft richtingscoëfficiënt -2 en gaat door Dus (—2 + Nx 1 ki +6-(-2 +Ix=1 k +12-(-2 +Ix= 1)+9= 

P‚(t? + 2t, 4t): En 5 El 2 en 
Analyse: stel de vergelijking op van de lijn len vul P3(3, 0) in. kn 4 akon IA nd Be ik 1) an Ĳ Eri on kde 
De betreffende lijn / door P‚, P, en P‚ gaat door P‚(t? + 2t, 4f) en de richtingscoëfficiënt 12: (x-1)3 +12: (x- 1)3 24. (x-1)3-6-(x- 1) +6 (x- 1) 4x IH24- 24 +9 = Xx [1p] 


is —2, dus de vergelijking van deze lijn is ly = -2x+ b [tp] dus 4t=-2(t2+2t) + b 
dus b=2f+8tdus l:y=-2x+2+B8t [1p] 
P,(3, O) ligt op lijn /dus 0=-2-3+2f+8tdus 2 +8f-6=0 dus F+4t-3=0 [1p] 


Conclusie: flY(x) = 2 +\x-1 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 


ee -4+y16-4-1-.-3 At 28 247 derde methode, starten met f(x) = x° + 6x° + 12x+ 9 en vergelijken met de uitwerking van 
12 2 on 2 een (y + 2%: 
Analyse: flx) =y =X° +6Xx° + 12x + 9, verwissel x en y en herleid op y =… moet 


Conclusie: t= -2 +7 (t= -2- 7 vervalt) [1p] 
Opmerking: de vergelijking van lijn l door P‚(4t, 2t?) met richtingscoëfficiënt —-2 kan ook 
opgesteld worden door P; in te vullen (analoog aan de tweede methode). 


fi“ opleveren. 
y=X?+6Xx7+12x+9 en xen y verwisselen geeft x= y° +6’ +12y+9 [1p] 


Er geldt: f?“(x) = y= -24+N\x- 1 oftewel y+2=N\x-1 dus (y+ 2) = Xx-1 

Omdat (y+2)*=(y+2)-(y+2)?=(y+2)-(y +4yrA)=y Ay Ayr 2. +8yrB= 
yè+6y?+12y+8 geldt 

(y+2)*+1=y2+6y?+12y+9 dusx= "+6 +129 =(yY+2) +1 [pl 


Herleiden op y dus x=(y+2)? +1 dus x-1=(y+2)? dus\x-1 =y+2en 
y=-2 +x-1 [pl 


Conclusie: flY(x) = -2 4x 1 
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. 
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3p 15 Bereken in één decimaal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. derde methode, met de afgeleide van f: 
fix) = Xx? +6Xx°+12x+9 dus f'(x) = 3X° + 12X+4 12 [1p] 


9 
Analyse: gebruik n- |x? j j nr , 
nalyse: gebruik n jx dy en het resultaat van de vorige opgave en de grafische Punt P: raaklijn is horizontaal dus 3x? + 12x+ 12 =0 dus 3(x+ 2)? =0 


Ï 0 
vakpamdeuae, dus x= —2 [pl en f(-2) = 1 dus P(-2, 1) [1p] 
Wentelen om de y-as, dus ondergrens van de integraal is y= 0, de bovengrens is Lijn door P en Q heeft richtingscoëfficiënt —1 [2pl (vanwege symmetrie in de lijn met 
y= f(0) =9. [1p] vergelijking y= x). 
g ETE .. . 
vet (2 HT (zt : Dus vergelijking van de lijn door P(—-2, 1)en Q is: y- 1 =-(x+2) dus y=-x-1. 

KAR E je AME Tal vonde PROVEN Conclusie: de y-coördinaat van Sis —1. [1p] 

î E 3 2 B Ekin Eeke Opmerking: ook toegestaan is een redenatie vanuit de grafiek. De richtingscoëfficiënt is —1 
dus de gevraagde inhoud is 7 I 2+{y-1) dy. (1p) maer ax neemen 


Gebruik de grafische rekenmachine, gebruik bijvoorbeeld D 38. 92920066 


9 
in het basisscherm 7 - [2 +x-1 )dx= 33,929.… 

é Ce) 
Conclusie: de inhoud is 33,9. [1p] 
Opmerking: let op het gevraagde aantal decimalen. 
Opmerking: de grafische rekenmachine mag gebruikt worden, dus uitwerken 
van (-2 #lyel) is niet nodig. 


6p 16 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 
Analyse: bepaal de punten P en OQO, de vergelijking van de lijn door P en O en het snijpunt 
S van deze lijn met de y-as. Maak een schets. 


eerste methode, met de afgeleide van f: 

flx) = X° +6Xx° + 12x+9 dus f'(x) = 3X° + 12X+4 12 [1p] 

Punt P: raaklijn is horizontaal dus 3x? + 12x+ 12 = 0 dus 3(x+ 2)? = 0 dus x= -2 [1p] 

en f(-2) = 1 dus P(-2, 1) [1p] 

Punt Qligt op f"“ en heeft een verticale raaklijn dus P(-2, 1) spiegelen in y= x geeft 

OQ (1, -2). [1p] 

De vergelijki de lijn door Pen Q heeft richtingscoêëfficiënt V=1=2- 3 
gelijking van de lijn door Pen eeft richtingscoëfficiënt Ker 1. [ip] 

Dus de vergelijking van de lijn door P en O is y—-1=-1(x+2) dusy=-x-1. 

Conclusie: de y-coördinaat van Sis —1. [1p] 

Opmerking: ook toegestaan is een redenatie vanuit de grafiek. De richtingscoëfficiënt is —1 

dus de y-coördinaat van Sis 1+2--1=—1. 


tweede methode, met de afgeleide van f'"”: 


inv, 3 on 5 inv _1 ze nn 1 

FO) = 2 aANXx-1 =-24(Xx- 12 dus f'(x) 3 1) ET [pl 

Punt Q: raaklijn is verticaal bij x= 1 [1p]en f"(1) =-2 dus Q(1, -2) (1p] 

Punt P ligt op f en heeft een horizontale raaklijn dus Q (1, -2) spiegelen in y= Xx 

geeft P(—2, 1). [1p] 

De vergelijki de lijn d Pen Q heeft richti sfficiënt Ll 2-3 
gelijking van de lijn door Pen eeft richtingscoëfficiënt on 1. [ip] 

Dus de vergelijking van de lijn door Pen Qis y-1=-1(x+2) dus y=-x-1. 

Conclusie: de y-coördinaat van Sis —1. [1p] 

Opmerking: ook toegestaan is een redenatie vanuit de grafiek. De richtingscoëfficiënt is —1 

dus de y-coördinaat van Sis 1+2--1=—1. 
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op mijn.examenbundel.nl. 


Deel 2b 
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Bronvermelding 

Een opsomming van de in dit examen gebruikte bronnen, zoals teksten en 
afbeeldingen, is te vinden in het bij dit examen behorende correctievoorschrift 
op www.examenbundel.nl. 
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Inverse van In(x) 


De functies In en g, zijn gegeven door £,G) =p In(x) en g,)=e £ 


voor p#0. 


De functies Je en g, zijn elkaars inverse. 


Bewijs dit. 


Neem p=-—l. Vis het gebied dat wordt 
ingesloten door de grafieken van f_, en 
2, de x-as en de y-as. Zie figuur 1. 


Bereken de oppervlakte van /. Geef je 
eindantwoord in twee decimalen. 


Er bestaat een waarde van p waarbij de 
lijn y=x de gemeenschappelijke raaklijn 


is van de grafieken van ne en g, 


Deze situatie is in figuur 2 weergegeven. 


Bereken exact de waarde van p waarvoor 
de lijn y=x de gemeenschappelijke 


raaklijn is van de grafieken van 
Jeen 


elk 


figuur 1 
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Letter op het computerbeeldscherm 


De rand van een letter op een computerbeeldscherm is een 
aaneenschakeling van meerdere krommen. Zo is de rand van de 
(uitvergrote) letter ‘a’ in figuur 1 gemaakt met behulp van zestien 
krommen, die je in figuur 2 ziet. 


figuur 1 figuur 2 figuur 3 figuur 4 
y 
B Jt & B 
pan Ad A 
be 
NE en 
a) 


Elk van de zestien krommen kan met een formule worden beschreven. 
Computers hebben die formules nodig om de letters op het scherm te 
kunnen tekenen. Als voorbeeld bekijken we de kromme K tussen A en B, 
die in figuur 2 dikker is getekend. 


We gaan ervan uit dat er vier gegevens bekend zijn: 


— de coördinaten van 4; 
— de coördinaten van B; 
— de richting van de raaklijn in 4 aan de krommes; 
— de richting van de raaklijn in B aan de kromme. 


Zie figuur 3. De vraag is nu hoe je uit deze vier gegevens een formule 
voor de kromme £ maakt. 


In figuur 4 zie je de punten A en B en de twee raaklijnen, geplaatst in een 
assenstelsel. Gegeven is dat A de coördinaten Gh 4) heeft, B de 
coördinaten (1 B), dat de raaklijn in B horizontaal is en dat de 
richtingscoêfficiënt van de raaklijn in A gelijk is aan 4. Het punt Cis het 
snijpunt van de twee raaklijnen en speelt een belangrijke rol bij de 
constructie van de kromme XK. 


Bereken exact de x-coördinaat van C. 
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Om de kromme K te kunnen construeren, worden er, behalve de drie 
vaste punten 4, B en C, drie bewegende punten P, Q en R gebruikt. Deze 
bewegen als volgt: 


— Punt P beweegt voor 0<t <1 met een constante snelheid over lijnstuk 
AC van A naar C. Er geldt: OP=OA+t- AC 

— Punt Q beweegt voor 0<t <1 met een constante snelheid over lijnstuk 
CB van C naar B. Er geldt: OÛ= OG ECB 

— Terwijl punten P en Q bewegen, schuift punt Rop het bewegende 
lijnstuk PQ van P naar Q. Er geldt: OR= OP+t-PO 

Het punt R doorloopt van t=0 tot t=1 een kromme van 4 naar B. Deze 


kromme wordt de Bézierkromme (van 4, B en C) genoemd, en dat is 
kromme K uit figuur 2. 


Figuur 4 is op de uitwerkbijlage uitvergroot weergegeven. 
Teken in de figuur op de uitwerkbijlage het punt R van de Bézierkromme 
dat hoort bij t= 0,25. Licht je werkwijze toe. 


OR is uit te drukken in t, OA, OB en OC. Er geldt voor elke waarde van t: 
OR =(l-1?-OÂ+t*-OB+2U(l-t)- OC 
Bewijs dit. 


In de rest van deze opgave kijken we naar een ander voorbeeld. Het gaat 
niet meer om de letter ‘a’. 
De coördinaten van 4, B en C zijn nu als volgt: A (0, 4), B(2,2) en 


C(3,0). Ook nu is C het snijpunt van de raaklijnen in 4 en B. 


De Bézierkromme van 4, B en Cis, volgens de formule voor OR, te 
beschrijven met behulp van vectoren. Het is echter ook mogelijk deze 
Bézierkromme met bewegingsvergelijkingen te beschrijven. 


We bekijken het punt L met de volgende figuur 5 


bewegingsvergelijkingen: J 
A 


met OSt<S1 


x(t) = 4? +6t 
y(t) =6t? —8t+4 


De baan van L is weergegeven in figuur 5. 


lev] 


Er geldt: de baan van L is de Bézierkromme 
die hoort bij de punten 4, B en C. 


Bewijs dit met behulp van de formule voor OR. 
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Gebroken sinusfunctie Raaklijn verschuiven 
De functie f is voor -n<x<n gegeven door: De functie f is gegeven door 
sin(x) fo) =x? - xx +x met x20. 
f)=— 
sin(2x) 


In de figuur is de grafiek van f met haar 


De functie g is gegeven door g(x)=sin(x). raaklijn k in de oorsprong weergegeven. 


In de figuur zijn de grafieken van f en g weergegeven. 

De grafiek van f heeft de 
figuur punten (0,0) en (1,0) gemeenschappelijk 
met de x-as. 


4p 9 Bewijs dat er geen andere gemeenschappelijke punten van de grafiek 
van f met de x-as zijn. 


4p 10 Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel ingesloten door de grafiek 
van f en de x-as. 


Er is een waarde van a, met a #0, waarbij een verschuiving van de 


a 
raaklijn k over de vector 6) weer een raaklijn aan de grafiek van f geeft. 


11 Bereken exact deze waarde van a. 
8 Bewijs dat de grafieken van f en g elkaar in twee punten raken. ä d 
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Vulkaan 


Een vulkaan kan op verschillende manieren 
tot uitbarsting komen. Bij een zogenoemde 
plinische uitbarsting wordt de druk binnen 
de vulkaan steeds groter totdat de vulkaan 
met groot geweld tot uitbarsting komt. Bij de 
uitbarsting worden brokken gesmolten 
steen weggeslingerd die lavabommen 
worden genoemd. 


In een model van de baan van een lavabom wordt ervan uitgegaan dat op 
het moment van de uitbarsting alle lavabommen een snelheid hebben van 
210 meter per seconde. Een tweede uitgangspunt is dat elke lavabom een 
parabolische baan beschrijft. De hoogte van de vulkaan ten opzichte van 
de grond is 2000 meter. 


In figuur 1 zie je de banen van een aantal lavabommen die in het vlak door 
de x-as en de y-as bewegen. 


figuur 1 


B 


NON 
A 


De bewegingsvergelijkingen van een lavabom hangen af van de richting 
waarin de lavabom tijdens de uitbarsting wordt weggeslingerd. In het 
model worden de volgende bewegingsvergelijkingen als uitgangspunt 
genomen: 


x(t)=210cos(o)-f 
yd) =2000+210sin(ot)-t—4,91* 


(1) 


Hierbij is « de hoek die de baan van de lavabom op het moment van 
wegslingeren maakt met een horizontale lijn, waarbij 0 <a <T. 

Verder is t de tijd in seconden (waarbij t=0 het moment van wegslingeren 
is) en zijn x(t) en y(t) in meters. 
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Uitgaande van stelsel 1 kan de y-coördinaat van de baan worden 
uitgedrukt in x en a. Er geldt (voor a #31): 


2 


= 2000 +tan(o)- xx 
4 (a) 9000 cos(c) 


(2) 
Bewijs dit. 


Een lavabom wordt onder een hoek a =l (radiaal) weggeslingerd. Deze 
lavabom komt op een bepaalde afstand van de vulkaan op de grond. 
Voor dit punt geldt y=0. 

Bereken deze afstand. Geef je eindantwoord in honderden meters 
nauwkeurig. 


Formule 2 kan worden herleid tot: 
l+tan®(ot) > 
EXS + tan(ot)-x+ 2000 6) 
y Bo (ot) (3) 


In figuur 2 is bij de parabolische banen van een aantal lavabommen een 
gestippelde kromme getekend. Deze kromme stelt de uiterste grens voor 
van het gebied dat door deze lavabommen kan worden bereikt. 


figuur 2 


De formule van de gestippelde kromme is: 


…x° +4250 (4) 


1 
277 9000 


Alle banen van de lavabommen hebben precies één punt gemeen- 
schappelijk met de gestippelde kromme en raken dus aan deze kromme. 
Bewijs dat alle banen van de lavabommen raken aan de gestippelde 
kromme. 
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Scheve asymptoot 


De functie f is gegeven door f(x) LE 
X 


De grafiek van f heeft een verticale asymptoot met vergelijking x=0 en 
een scheve asymptoot. 

In onderstaande figuur is voor x>0 de grafiek van f weergegeven. 

De scheve asymptoot is gestippeld weergegeven. 


figuur 


} 


Op de grafiek van f ligt een willekeurig punt P(p, EN 
P 


De raaklijn aan de grafiek van f in P snijdt de verticale asymptoot in 
punt Q en de scheve asymptoot in punt R. Zie de figuur. 
Bewijs dat P het midden is van lijnstuk OR. 
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Vlieger 
Gegeven zijn voor a>0 de punten 4 (0, a), figuur 1 


B(1,0), C(O,-1) en D(—1,0). 
Vierhoek ABCD is een vlieger. 
In figuur 1 is de vlieger getekend voor a=2. 


De middelloodlijn van een lijnstuk gaat door het midden 
van dat lijnstuk en staat loodrecht op dat lijnstuk. 


Voor a=?2 gaat de middelloodlijn van lijnstuk AB niet 
door D. 


Bereken exact voor welke waarde van a de 
middelloodlijn van lijnstuk 4B wél door D gaat. 


figuur 2 figuur 3 
In de hoekpunten van de 
vlieger bevinden zich 4 4 
puntmassa's: 2 2 
— in punt 4 met gewicht 2; JA / En 
— in zowel B als D met gewicht 1; AID / bj 
— in punt C met gewicht a. Dj ZB oe \5 
On is hd 
In figuur 2 zijn de vlieger, de De el 
IG mk {6 


puntmassa's en het zwaartepunt Z 
van de puntmassa's getekend voor 
het geval a=l. 

In figuur 3 zijn de vlieger, de puntmassa's en het zwaartepunt Z getekend 
voor het geval a=2. 


Wanneer a groter wordt, verschuift het punt 4 (0, a) over de y-as omhoog 


en neemt het gewicht in C toe. Ook het zwaartepunt Z van de vier 
puntmassa's verandert dan van plaats. Wanneer a onbegrensd toeneemt, 
nadert het zwaartepunt Z tot een vast punt P. 

Bewijs dat de y-coördinaat van dat punt P gelijk is aan 1. 
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Uitwerkbijlage bij vraag 5 


Bijlagen 
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2019-1 


Cijferbepaling 
2018-1 
punten cijfer punten cijfer 
0 1,0 46 66 
1 11 47 6,7 
2 1,1 48 68 
3 13 49 69 
4 14 50 71 
5 1,5 51 7,2 
6 16 52 73 
7 18 53 74 
8 19 54 7,6 
ke] 20 55 77 
10 21 56 78 
LK 23 57 79 
12 24 58 81 
13 25 59 82 
14 26 60 8,3 
15 27 61 8,4 
16 29 62 8,5 
17 30 63 8,7 
18 3,1 64 8,8 
19 32 65 89 
20 34 66 9,0 
21 35 67 9,2 
22 36 68 9,3 
23 37 69 94 
24 39 70 9,5 
25 40 71 9,7 
26 A41 72 9,8 
27 42 73 10,0 
28 44 
29 45 
30 46 
31 4,7 
32 48 
33 5,0 
34 51 
35 52 
36 5,3 
37 5,5 
38 5,6 
39 57 
40 5,8 
41 6,0 
42 61 
43 62 
44 63 
45 64 


punten cijfer punten cijfer 


o 


oNNRW N= 


2018-II 
1,0 46 
1,2 47 
1,5 48 
1,7 49 
1,9 50 
2,2 51 
24 52 
26 53 
27 54 
29 55 
3,0 56 
3,1 57 
3,2 58 
3,3 59 
34 60 
36 61 
3,7 62 
3,8 63 
39 64 
4,0 65 
4,1 66 
4,3 67 
4,4 68 
4,5 69 
4,6 70 
47 71 
48 72 
50 73 
Bl 74 
52 75 
5,3 76 
B4 77 
5,5 
5,7 
5,8 
5,9 
6,0 
6,1 
6,2 
6,4 
6,5 
6,6 
6,7 
6,8 
6,9 
7,1 


7,2 
7,3 
7,4 
7,5 
7,6 
7,8 
7,9 
8,0 
8,1 
8,2 
8,3 
8,5 
8,6 
8,7 
8,8 
8,9 
9,0 
9,2 
9,2 
9,3 
9,4 
9,4 
9,5 
9,5 
9,6 
9,6 
9,7 
9,8 
9,8 
9,9 
9,9 
10,0 


punten cijfer punten 


OO OND WN=O 


en 
o 


2019-l 
1,0 46 
1,2 47 
1,5 48 
1,7 49 
1,9 50 
21 51 
24 52 
26 53 
2,7 54 
28 55 
29 56 
30 57 
3,2 58 
3,3 59 
34 60 
3,5 61 
3,6 62 
3,7 63 
38 64 
3,9 65 
4,1 66 
4,2 67 
4,3 68 
4,4 69 
4,5 70 
46 71 
4,17 72 
48 73 
50 74 
5,1 75 
52 76 
53 77 
54 78 
55 79 
5,6 80 
5,7 
5,9 
6,0 
6,1 
6,2 
6,3 
6,4 
6,5 
6,6 
6,8 
6,9 


cijfer 
7,0 
7,1 
7,2 
7,3 
74 
7,5 
71 
7,8 
79 
8,0 
8,1 
8,2 
8,3 
8,4 
8,6 
8,7 
8,8 
8,9 
9,0 
9,1 
9,2 
9,3 
9,3 
9,4 
9,4 
9,5 
9,6 
9,6 
9,7 
9,7 
9,8 
9,8 
9,9 
9,9 
10,0 


punten cijfer punten cijfer 


0 1,0 

1 1,2 
2 1,5 
3 1,7 
4 1,9 
5 2,2 
6 24 
7 2,7 
8 2,9 
9 3,1 
10 34 
1 3,5 
12 3,6 
13 3,7 
14 3,9 
15 4,0 
16 4,1 
17 4,2 
18 4,3 
19 45 
20 46 
21 47 
22 48 
23 49 
24 5,0 
25 52 
26 5,3 
27 54 
28 5,5 
29 56 
30 5,8 
31 59 
32 6,0 
33 61 
34 6,2 
35 6,3 
36 6,5 
37 6,6 
38 6,7 
39 68 
40 6,9 
41 71 
42 72 
43 73 
44 74 
45 7,5 


46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
D4 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 


7,6 
7,8 
7,9 
8,0 
8,1 
8,2 
8,4 
8,5 
8,6 
8,7 
8,8 
8,9 
8,9 
9,0 
9,1 
9,1 
9,2 
9,2 
9,3 
9,3 
9,4 
9,5 
9,5 
9,6 
9,6 
9,7 
9,8 
9,8 
9,9 
9,9 
10,0 
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2021-111 


Bedenk dat het toekennen van punten aan een antwoord enige deskundigheid vereist. De hier 
behaalde scores zijn dus vooral een indicatie van hoeveel je op dit moment weet over het vak. 
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punten cijfer punten cijfer 


DID ARENEOONAARWN= Oo 


RAAR EWW WWW WW WW WNNNNN NN NN ND 
nsWN=O OON ARW N= OON WN =O 


2021-I 
1,0 46 
1,2 47 
1,5 48 
1,7 49 
2,0 50 
2,1 51 
2,2 52 
24 53 
25 54 
26 55 
2,7 56 
28 57 
30 58 
3,1 59 
3,2 60 
3,3 61 
34 62 
3,6 63 
3,7 64 
38 65 
3,9 66 
4,1 67 
4,2 68 
4,3 69 
44 70 
45 71 
417 72 
48 73 
49 74 
5,0 
5,1 
5,3 
5,4 
5,5 
5,6 
5,8 
5,9 
6,0 
6,1 
6,2 
6,4 
6,5 
6,6 
6,7 
6,9 
7,0 


7,1 
7,2 
7,3 
7,5 
7,6 
7,1 
7,8 
7,9 
8,1 
8,2 
8,3 
8,4 
8,6 
8,7 
8,8 
8,9 
9,0 
9,2 
9,3 
9,4 
9,5 
9,6 
9,6 
9,7 
9,8 
9,8 
9,9 
9,9 
10,0 


punten cijfer punten cijfer 


OO ONNA WN=O 


EN 
o 


2021-1I 
1,0 46 
13 47 
15 48 
18 49 
2,0 50 
23 51 
2,5 52 
28 53 
3,0 54 
3,2 55 
3,4 56 
3,5 57 
3,6 58 
3,7 59 
3,9 60 
4,0 61 
41 62 
4,2 63 
44 64 
4,5 65 
4,6 66 
4,7 67 
4,9 68 
5,0 69 
5,1 70 
52 71 
54 72 
5,5 
5,6 
5,7 
5,9 
6,0 
6,1 
6,2 
6,4 
6,5 
6,6 
6,7 
6,9 
70 
71 
72 
74 
7,5 
76 
77 


7,9 

8,0 
8,1 

8,2 
8,4 
8,5 
8,6 
8,7 
8,9 
8,9 
9,0 
9,1 

9,1 

9,2 
9,3 

9,3 

9,4 
9,4 
9,5 

9,6 
9,6 
9,7 

9,8 
9,8 
9,9 

9,9 
10,0 


punten cijfer punten cijfer 


SNESDESonREOPESEONDARwWN= Oo 


BR PRRP BW WWW WWW WW WNNN NN ND 
nsWN=O OON RR WN OO 0ONNN A 


1,0 
1,2 
1,5 
1,7 
2,0 
2,2 
2,3 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 
4,1 
4,2 
4,3 
4,4 
4,6 
4,7 
4,8 
4,9 
5,1 
5,2 
5,3 
5,4 
5,5 
5,7 
5,8 
5,9 
6,0 
6,2 
6,3 
6,4 
6,5 
6,7 
6,8 
6,9 
7,0 
7,1 


46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
D4 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 


7,3 
7,4 
7,5 
7,6 
7,8 
7,9 
8,0 
8,1 
8,3 
8,4 
8,5 
8,6 
8,8 
8,9 
9,0 
9,1 
9,2 
9,4 
9,4 
9,5 
9,6 
9,6 
9,7 
9,8 
9,8 
9,9 
9,9 
10,0 
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REGISTER 


Onderwerpregister 


onderwerp 


deel 1 
hoofdstuk onderdeel 
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deel 2a 
examen onderdeel 


a 
afgeleide zie differentiëren 
afstand h2 28 33 34 2019-Il 13 14 


afstand punt-lijn 


h3 4 28 h4 14 
h5 4-6 11 13 15 20 21 
h5 21 


asymptoot h2 16 
horizontale- h2 16 h3 8 2019-Il 10 2021-Il 13 
scheve- h2 17 2021-l 11 
verticale - h2 13 17 h3 8 2019-Il 10 2021-Il 13 
b 


bewegingsformules 
bewijs 


zie ook parameterkromme 
zie ook formule bewijzen/ 
herleiden/maken 


buigpunt h2 34 2021-Il 14 
c 
cirkel h5 1 7-9 11-13 2018-l 6 7 2018-Il 8 15 16 


d 


h5 16-18 21 2021-Il 15 2021-Il 10 
congruente driehoeken h5 1 
cosinusregel h5 6 19 2018-l 16 
2019-Il 12 2021-l 6 
2021-1111 
differentiëren h1 2 39 41 2018-l 1 2018-Il 2 


kettingregel 


productregel 

quotientregel 
differentiequotiënt 
driehoek 


oppervlakte 
dubbele afgeleide 


e 


h2 2 7 18 21 26 29 
h2 34 h3 1 3 17 
h4 2 7 30 


h3 3 6 7 10 17 29 
h3 30 34 38 45 
h4 13 15 16 20 23 
h4 26 30 

h3 29 h4 7 


h3 9 13 18 26 27 
h4 25 h5 18 

zie differentiëren 
h5 8 11 16 17 

h5 19 

zie buigpunt 


2019-l 2 8 20191 3 4 7 
2021-l 4 12 

2021-Il 1 9 14 

2021-IIl 2 7 8 

2018-1l 3 13 20181 7 
2019-l 2 2019-Il 3 


2018-l 3 


2018-Il 7 2019-1 8 


2018-Il 2 2019-1l 7 


2019-1 14 20211 14 
2021-Il 7 16 


extreme waarde 


320 


zie top berekenen 
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onderwerp 


f 
F-hoeken 


deel 1 
hoofdstuk onderdeel 


zie hoek 
formule bewijzen/herleiden/maken 
exponenten en logaritmen h1 5 8-12 25-29 


ONDERWERP- 
REGISTER 


deel 2a 
examen onderdeel 


2018-1 11 


h1 34 2018-I1 6 7 2019-Il 14 
h3 2-6 19 33 42 44 2021-Il 8 10 2021-II1 8 
gebroken h1 2 3 15 22 24 32 2018-l 15 2018-Il 1 
h1 37 2019-Il 14 2021-l 11 12 
h2 22-24 
goniometrie h4 5 18 19 21 2018-l 16 17 
2019-Il 8 2021-Il 2 3 
2021-IIl 4 
herschrijven h1 1-15 22-34 37 2019-Il 6 
macht h1 23 h2 21 h5 25 
meerdere variabelen 2018-Il 3-5 2019-1l 5 6 
2021-l 5 
wortels h1 6 7 13 30 31 33 2018-I1 1 2019-l 15 
h2 2 35-37 
functies 
absoluut- h2 8 16 2019-Il 4 2021-l 13 
exponentiële- h3 3 7 12-19 2018-1 3-5 10 11-13 
h3 22-25 29-45 2019-Il 5 10 2021-l 7 
2021-Il 13 
gebroken- h2 1 13-15 2018-l 15 
h2 16-20 28 29 2018-Il 1 2 
h4 31 2019-Il 10 2021-l 11 
goniometrische- h4 22 28 29 31 32 2018-l 8 9 2019-l 2 10-12 
2019-Il 8 9 2021-l 2 3 
2021-Il 1 2021-IIl 2 
logaritmische- h3 1 2 4-12 2018-l 14 
h3 20 21 26-28 44 2019-l 8 9 2019-Ml 13-15 
2021-l 4 13 2021-IIl 6 
machts- h2 3 4 31-34 2018-I1 11 201911 1 
2021-Il 6 2021-Il 14 
wortel- h2 1-7 9-12 2019-l 3-5 
h2 25-27 30 31 2021-l 14 2021-Il 11 
h2 35-37 
gebroken functies zie functies 
gelijkbenige driehoek h5 8 11 2019-l 14 
gelijkvormigheid h5 4 2018-11 10 2021-Il 15 


gelijkzijdige driehoek 
goniometrie 


zie functies en formule 


h 

haakjes wegwerken zie algebraïsche vaardigheden 

helling zie raaklijn 

herleiden zie ook formule bewijzen/herleiden/maken 
herschrijven zie ook formule bewijzen/herleiden/maken 


hoek berekenen tussen … 


hoek (F- en Z-hoek) 
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h2 
h5 


17 
4 


2019-I1 3 2021-1 8 14 
2021-Il 5 
2019-Il 12 


321 


ONDERWERP- 
REGISTER 


onderwerp 


i 
inhoud 


inproduct 


integreren 


inverse functie 


deel 1 
hoofdstuk onderdeel 


h2 1 10 27 30 31 
h2 37 40 h3 5 11 


h5 3 9 10 


h2 15 9-11 

h2 14 15 20 27 
h2 30 32 35 37-40 
h2 42 

h3 B 11 12 17 18 
h3 23 25 30 

h4 3 24 25 32 

h2 3 22 h3 20 
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deel 2a 
examen onderdeel 


2018-Il 4 

2019-1 15 2019-Ml 17 
2021-IIL 15 

2018-Il 16 20191 12 
2019-1l 2 3 

2018-l 4 5 20181 4 11 
2019-1 5 9 

2019-Il 8 17 


2021-l 3 20211 7 12 
2021-IIl 5 


2018-1 12 2021-Il 13 
2021-IIL 14 


k 

keerpunt h4 20 

kettingregel zie differentiëren 

knikpunt h2 16 2019-Il 4 


kwadraat afsplitsen 


h1 35 36 


lengte zie ook afstand 
limiet h1 43 h2 24 2019-l 11 2019-Il 4 10 15 
h3 8 32 2021-l 10 2021-Il 13 16 

lissajous zie parameterkromme 

logaritme zie functies 

loodrecht h3 6 h5 4 5 8 10 2018-Il 2 16 2019-l 12 14 

h5 9 10 16 2021-l 1 9 2021-Il 5 15 

2021-IIl 3 

m 

machtsfuncties zie functies 

maximum zie top berekenen 

meetkunde h5 2018-l 16 17 
2018-Il 8-10 15 16 
2019-Il 16 17 2021-Il 15 
2021-IIL 10 

midden 2019-I1 10 2021-Il 6 

middelloodlijnen h5 11-13 17 20 2018-Il 8 

minimum zie top berekenen 

n 

natuurlijke logaritme zie functies 

o 

omwentelingslichaam zie inhoud 

ongelijkheid zie vergelijking 

omtrek h4 29 
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ONDERWERP- 
REGISTER 


onderwerp deel 1 deel 2a 
hoofdstuk onderdeel examen onderdeel 
o 
oppervlakte h2 5 6 11 2018-l 5 
h2 14 15 20 26 2018-Il 11 2019-1 5 
h2 32 35 42 2019-Il 8 9 
h3 12 18 23 25 2021-l 1 3 2021-Il 7 12 16 
h3 30 31 2021-IIl 5 
h4 4-6 24 32 
h5 3 
p 
parabool h5 12 13 2021-l 1 
parameter zie (extra) variabele 
parameterkromme h4 8-21 28-30 2018-l 1 2 2018-Il 12-14 
h5 14 15 2019-l 13 14 2019-1l 2 3 
2021-l 10 2021-Il 1 
2021-1111 
perforatie h2 16 19 h3 8 2018-l 14 
h4 31 2018-I1 2 2019-l 11 
primitieve zie integreren 
productregel zie differentiëren 
puntsymmetrie h2 23 h3 15 
h4 27 
Pythagoras h1 37 h2 33 2018-l 7 
h5 4 9 10 12 15 20 2018-Il 9 2019-l 6 7 12 
2019-Il 1 11 12 2021-l 9 
2021-Il 3 2021-M 1 
q 


quotiëntregel 


r 


zie differentiëren 


raaklijn, raken, helling 


randpunt 

rekenregels 
goniometrie 

richtingscoëfficiënt 


h2 7 34 41 
h3 1 9 22 
h4 15 16 
h5 13 21 


2019-1 3 2019-Il 4 2021-l 4 
2021-Il 2 11 14 
2021-IIl 3 16 


2019-1 4 


zie algebraïsche vaardigheden en 


functies en herschrijven 
h2 41 h3 10 


2019-1 12 20191 3 


h4 9 10 15 16 2021-IIl 12 13 
s 
sinusregel h5 5 6 
snelheid (gemiddelde) 
h2 9 2018-l 1 2018-Il 14 
h4 13 30 2019-Il 12 2021-Ml 11 
snijpunten h2 4 h5 20 2018-1l 15 
2019-1 1 8 
spiegelen in h5 3 
y=X h2 3 22 


stelsel van vergelijkingen 
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2021-Il 4 2021-IIl 9 
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onderwerp 


t 
tangens 
Thales 
toon aan 


top berekenen 


deel 1 
hoofdstuk onderdeel 


h5 7 
zie ook formule bewijzen/ 
herleiden/maken 
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deel 2a 
examen onderdeel 


2021-Il 5 15 
2018-Il 8 


2018-1l 3 8 13 20191 1 


h3 3 7 26 27 35 2019-1l 7 
h4 23 2021-l 12 

translatie h2 8 

Vv 

(extra) variabele h2 16 32 33 2019-1 3 11 
h3 30 41 42 

vectoren h5 3 9 10 14 16 20 2018-l 17 


vergelijkingen maken/ 
oplossen 

cirkel 

gebroken- 

lineair- 

macht- 

meetkunde 

wortel- 
vermenigvuldiging 

horizontaal of verticaal 
verschuiven 
verticale asymptoot 


zie ook functies 


h5 7-9 17 
h1 18 42 
h5 2 
h1 19 20 
h5 1 
h1 16 17 
h2 8 


zie translatie 
zie asymptoot 


2018-Il 9 10 14 16 


2019-l 1 6 7 2019-Il 11 12 


2021-1 8 9 2021 4 
2021-IIL 12 


2018-Il 15 2021-l 6 14 
2018-1 15 

2021-Il 14 2021-MIl 13 
2018-l 2 2019-11 16 
2018-l 7 


we 
wentelen 
wortelfunctie 


zie inhoud 
zie functies en herleiden 


z 
Z-hoeken zie hoek 
zwaartepunt h2 38 39 2018-l 6 
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EXAMEN- 
WOORDEN 


Examenwerkwoorden 


Algemeen: tenzij anders aangegeven, is de wijze waarop het antwoord gevonden 


wordt vrij. 


De toevoeging ‘algebraïsch’ of ‘exact’ legt beperkingen op aan de 
wijze van beantwoorden. 


Algebraïsch / op 
algebraïsche wijze 


Zonder gebruik te maken van specifieke opties van de grafische 
rekenmachine; tussenantwoorden en het eindantwoord mogen 
benaderd opgeschreven worden. 


Exact / op exacte 
wijze 


Zonder gebruik te maken van specifieke opties* van de grafische 
rekenmachine; tussenantwoorden en het eindantwoord mogen 
niet benaderd opgeschreven worden. 


“Als bijvoorbeeld gevraagd wordt de ongelijkheid 5/x<x exact op te 
lossen, wordt verwacht dat de gelijkheid 5/x=x exact wordt opgelost. De 
tekens in de oplossing van de ongelijkheid hoeven niet verantwoord te 
worden. 


Aantonen dat, 
laten zien dat 


Het geven van een redenering en/of bepaling en/of berekening 
waaruit de juistheid van het gestelde blijkt. Uit de uitwerking 
moet blijken welke stappen zijn gezet. 

In het algemeen geldt dat het gestelde controleren door middel 
van een of meer voorbeelden niet voldoet 


Onderzoeken of 


Het geven van een redenering en/of bepaling en/of berekening 
waaruit de (on)juistheid van het gestelde blijkt. Het antwoord 
moet worden afgesloten met een conclusie. 

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet. 

In het algemeen geldt dat het gestelde controleren door middel 
van een of meer voorbeelden niet voldoet, tenzij het geven van 
een tegenvoorbeeld tot de juiste conclusie leidt. 


Afleiden van 
bijvoorbeeld een 
formule 


Het geven van een redenering en/of berekening waaruit de 
juistheid van de formule of eenheid volgt. Uit de uitwerking 
moet blijken welke stappen zijn gezet. 

Tenzij anders aangegeven, geldt dat het gestelde controleren 
door middel van een of meer voorbeelden niet voldoet. 


Bepalen Het gevraagde vaststellen en/of uitrekenen. 

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet. 
Beredeneren, Het geven van een uitwerking waarin de denkstappen staan, 
uitleggen waaruit het gestelde/gevraagde blijkt. 
Berekenen Het gevraagde uitrekenen. 


Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet. 


Bewijzen (dat) 


Het geven van een redenering en/of exacte berekening waaruit 
de juistheid van het gestelde blijkt. 

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet. 

Het gestelde controleren door middel van een of meer 
voorbeelden voldoet niet, tenzij het geven van een 
tegenvoorbeeld tot de juiste conclusie leidt 


Herleiden (van een 
formule) 


Een formule stap voor stap herschrijven tot deze in de gevraagde 
vorm staat, zonder gebruik te maken van specifieke opties van 
de grafische rekenmachine. 
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Noemen, (aan) 
geven wat, welke, 
wanneer, hoeveel 


Een eindantwoord geven. Een toelichting is niet vereist tenzij 
anders is aangegeven. 


Oplossen Het bepalen van de waarden van een of meer onbekenden die 
voldoen aan de gegeven vergelijking of ongelijkheid. 
Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet. 
Schetsen Het geven van een grafische voorstelling die de voor de 
probleemsituatie relevante karakteristieke eigenschappen bevat. 
Tekenen Het geven van een grafische voorstelling die de voor de 


probleemsituatie relevante karakteristieke eigenschappen bevat 
en voldoende nauwkeurig is. 

In het geval van een grafiek moet een assenstelsel met 
schaalverdeling zijn weergegeven. 
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Formules 

Goniometrie 

sin(t+ u) = sin(tdeos(u) + cos(t)sin(u) 
sin(t— u) = sin(tcos(u) — cos(t)sin(u) 
cos(t+ u) = cos(t)cos(u) — sin(t)sin(u) 


cos(t— u) = cos(t)cos(u) + sin(t)sin(u) 


sin(2t) = 2sin(tcos(t) 
cos(2t) = cos°(t) — sin°(t) = 2cos°(t) - 1 =1 — 2sin?(t) 


OThiemeMeulenhoff 


FORMULES 


327 


AFRONDREGELS Examenbundel 2022 | 2023 Wiskunde B vwo 


Afrondregels bij het examen wiskunde B Aantekeningen 


Afronden van tussenantwoorden 


a. Als bij een vraag doorgerekend wordt met tussenantwoorden die afgerond zijn, nennen eveneens eeens eeen eeen eeen venne ve een ve eneen eeen 
en dit leidt tot een ander eindantwoord dan wanneer doorgerekend is met niet- 
afgeronde tussenantwoorden, wordt bij de betreffende vraag één scorepunt in 
mindering gebracht. Tussenantwoorden mogen wel afgerond genoteerd worden. 


b. Uitzondering zijn die gevallen waarin door de context wordt bepaald dat 
tussenantwoorden moeten worden afgerond. 


Afronden van groeifactoren 


c. Als een groeifactor wordt gevraagd, geldt voor het eindantwoord: groeifactoren vvssvssvsseessereresveserseseenven senses eeens nnnennnnnnnnnnnnnnnn senses eeen 
moeten worden genoteerd in ten minste twee decimalen. 
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